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PREDGOVOR

"Naravno, za vreme putovenja, kad
te svakog trenutka mame i z2ovu nepozna-
te daljine, tedko je zagnjuriti se u du-
binu koja te pokadsto isto tako mami. Tu
se moras odluéiti: ili putovati, to jest
iéi dalje, u drugo selo, ili ostsjati i
temeljno i podrobno izucavati kraj u ko~
Ji si stigso."

Vladimir Solouhin

Ovaj udZbenik je baziran na predavanjima iz statisticé-
ke fizike koja sem zadnjih godina drZeo studentima fizike Pri-
rodno-matematilkog fakulteta u Beogradu. To su uglavnom studen-
ti koji su se opredelili zs istraZivaclke smerove studija fizike.
Zbog njih sam se opredelio 2a gornji moto ovog predgovora, a to
Je moZda i moto ditavog udZbenika. Poruka je sledela. Student
more u toku predavanja, & zatim u toku samostalnog izulavanja
predmeta, da oseti da nastavnikova red, odnosno ono fto je napi-~
sano u knjizi, nije zadnja istina sveta. Na svakom koraku posto-
3i moguénost da se doda jo¥ neZto, da se neki problem podrobnije
obradi, U izvesnim sludajevima postoji ogroman dodatni materijal
koji su stvorile prethodne generacije istraZivade i u koji bi
student lako mogao da se zagnjuri. Nastavnikova je duZnost da u
takvim siudejevima kod studenta probudi oseéanje mere i da mu
pomogne da zapodeti put predje do predvidjenog kraja. U drugim
sludajevima, dodatnog materijala nema mnogo. Problem kod koga
se stalo nalazi se na ivici na3ih danasnjih znanjsa, odnosno na
1liniji savremenog nsudénog fronta. Tu nastavnik i student posta-
Jju ravnopravni. Ako zajednidlkim snagame dodaju neSto novo, ako
postignu makar malo da pomere liniju nauénog fronte napred, nji-
hov uspeh prevazilazi visine svih moguéih nagrada. Ukoliko se
ni%ta i ne doda a student se po sticanju diplome vrati da izuCa-
va takvo nepoznato "selo", nastavnik zaslufuje sva pedagofka
priznanja.

Statistidka fizika je veoma Ziva naudna disciplina.
Njen osnovni cilj je, ukratko refeno, da objasni fizilke feno-
mene ne osnovu &injenice da mnogi fizidki objekti imaju veliki
broj stepeni slobode, odnosnc veliki broj Zestica. Termodinamika
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i njeni zakonl ne objad3njavaju prirodne pojave, veé ih registru-
Ju i povezuju u najopdtijem moguéem obliku. U tom smislu meto-
doloski cilj statistilke fizike je da, na svoj nalin, potvrdi
termodinsmidke zakone i da odredi domene njihove primenljivosti,.
Zbog togae je z2a dobro razumevanje statistilke fizike apsolutno
potrebno solidno poznavenje termodinamike., Zato je prvi deo

ovog udZbenika kompletno posveéen termodinamici,

Materijal koji je obradjen podeljen je u pet poglavlja.
Svako poglavlje je podeljenoc na paragrafe, a skoro svaki para-
graf je podeljen na odeljke. Zbog toga je upuéivanje na prethod-
ne, ili sledeée, odeljke ostvareno pomoéu trocifrene numeracije.
Na primer, Cf, 5.3.4. znali uporedi odeljak 1 u paragrafu 3
petog poglavija., Zadaci koji su dati u udZbeniku takodje su
izdvojeni kao posebni odeljci pojedinih paragrafa, Neki od njih
predstavlijaju tipicne primere primene izloZenog materijala, dok
Jje vedina ipak na takvom nivou da pre predstavljaju sastavni
deo celokupnog izloZenog materijala nego zadatask za veZbanje,
Cilj svakog zadatka iz ove druge grupe je da opomene c&itaoca da
je prethodno izloZeni materijel sasvim dovoljan 2a potpuno re-~
favanje sledeieg materijala sadrianog u tekstu zadatka, Ako Ze-
1i ¢italac mo¥e da zatvori udfbenik i da zadatak shvati kao ne-
poznato "selo" koje bi sopstvenim snagama mogao da upoznsa.

Na kraju, Zelim da se zghvalim kolegi Zoranu Radoviéu
i Dr Ljubi Ristovskom na korisnim diskusijama u toku pisanja
ovog udZbenika. Fosebnu zahvalnost dugujem Profesoru BoZidaru
Miliéu na nizu kritic¢kih primedbi, kao i ne nizu umesnih pita-
nja i saveta, koji su povelali pedaposku vrednost ovog udZbeni-
ka,

U Beogradu, April 1978. S.M,
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NULTI I PRVI ZAKON TERMODINAMIKE

l.1l. Osnovni pojmovi

1. Termodinamika je deskriptivna teorija ponaSanja siste~
ma ¢ije su razmere mnogo veée od razmera atoma i molekula., Osnov-
ni zakoni termodinamike predstavljaju generalizacije neposrednih
zapaZanja o ponasSanju makroskopskih sistema. Zakoni termodinamike
u svom prvobitnom obliku, a i u obliku u kakvom se danas najdesce
formuliSu, nisu izvedeni iz osnovnih zakona kretanja mikroskopskih
éestica. Ove druge zakone danas smatramo osnovnim zakonima fizike.
U tom smislu termodinamika je fenomenoloska disciplina,.

U statistickoj fizici, nasuprot termodinamici, formu-
1lisu se principi i metodi koji omogudavaju da se, na osnovu inhe-
rentnih osobina mikrodestica i zakona njihovog kretanja, odrede
osobine makroskopskih sistema. Zbog toga pozitivni rezultati sta-
tistidke fizike istovremeno potvrdjuju ispravnost nasih modela o
strukturi materije i pokazuju ogranilenost nafih neposrednih mak-
roskopskih opafanja. Jasno je da pre izlaganja osnova statistilke
fizike treba konstruktivno izlofiti termodinamidke zakone i metode.

Ovde ¢emo navesti osnovne pojmove koji se koriste u
termodinamici. Njihov medjusobni odnos, a u izvesnim slufajevima
i njihov potpun sadrZaj, odredjen je termodinamidkim zakonima,

2. Termodinamicki sistem Jje svaki makro-objekat koji je

dostupan neposrednom eksperimentalnom istra¥ivanju. Takvi sistemi
imaju veliki broJ unutrad3njih stepena slobode, Zto je obidno posle
dica velikog broja &estica koje &ine sistem. U tom smislu termo-
dinamicki sistem je i gas u zatvorenom cilindru, i knjiga na sto-
lu i elektromagnetno polje u staklenom balonu sa posrebrenim unut-
ragnjim zidovima,

Termodinamicki parametri karakterifu odnos sistema sa oko-

linom i informiZu o stanju unutar sistema. Zato se govori o spo-
1ja%njim i uputradnjim parametrima, mada je ta podela relativna.,
Na primer, u sludaju gasa u cilindru sa pokretnim klipom i kons-
tantnim optereéenjem pritisak je spolja¥nji a zapremina unutradnji
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parametar. Ako bi klip bio fiksiran u odredjenom poloZaju, zapre-
mina bi bila spolja3nji a pritisak unutradnji parametar.

Termodinamidko stanje je matematidki predstavljeno skupom

svih parametara koji su neophodni da makroskopski opiSu osobine
sistema i odnos sistema sa okolinom,

Termodinamicka ravnotefa Jje termodinamicko stanje koje se

ne menja sa vremenom. Neophodan uslov termodinamidke ravnoteZe
Jjeste konstantnost spoljasinjih parametara., To ne znaci da kad se
fiksiraju spoljasnji uslovi, odnosno kad se sistem izoluje da se
on automatski nalazi u stanju termodinamicke ravnoteZe. Potrebno
Jje da prodje izvesno vreme, u toku koga sistem prolazi kroz niz
nedjustanja dok ne dodje u konalno - ravnoteZno stanje. Drugim
relima, svaki izolovan sistem spontano teZi stanju termodinamicke
ravnoteée.l Vreme za koje sistem predje u ravnoteZno stanje nazi-
va se vreme relsksacije.

Jednadina stanja je funkcionalna veza medju elementima

onog skupa parametara koji Je potreban i dovoljan da opife stanja
termodinanidke ravnotefe sistema, Na primer u sluéaju paramagnet -
nog gasa op#ti oblik jednadine stanja je relacija

£(P,V,H,T) = O (1.1)

gde je P pritisak, V =zapremina, H - jadina magnetnog polja i
T temperaturae.

1Ovu empirijsku ¢éinjenicu vonekad nazivaju osnovni postulat termo-

dinaiike, Ovde Je takodje vaZno da napomenemo da svaka konstant-
nost spoljadnjih parametara ne obezbedjuje termodinamidéku ravno-
tesu, Na primer, mogule je na krajevima Jedne metalne 3ipke odrZa-
vati konstantnu razliku potencijala, ili konstantnu razliku tem-
peratura, Fri konstantnim svim ostalim parametrima metalna Sipka
se ne nalazi u uslovima termodinamidke ravnote?e. Ona stacionar-
no provodi elektrifnu struju, ili stacionarno provodi toplotu.
Takva i slidna stanja nazivamo stacionarna stanja. Uslovi termo-
dinamicke ravnotefe iskljuduju mogucnost bilo kakve razmene, mak-
roskopskih razmera, sistema sa okolinom,

2Poznavanje'svih jednacina stanja za neki sistem ekvivalentno je
poznavanju tzv, fundamentalne jednadine koja predstavlja vezu
izmedju jednog od termodinamidkih potencijala (Cf. paragraf 3.2)
sa parametrima stanja sistema. Ako je u pitanju veza izmedju
unutrasnje energije i parametara stanja onda se takva jednafina
obi1¢no naziva kaloricka jednadina stanja.




-3 -

Potrebno je naglasiti da konkretan oblik jednadine stanja
ne sledi iz osnovnih termodinamidkih zakona, Za dati sistem jed-
natina stanja se moZe dobiti gemeralizacijom eksperimentalnih pe—
dataka. Zato su za mnoge jednadine stanja vezana imena slavnih
fizidara, ili hemidara, koji su na osnovu velikog broja eksperi=-
mentalnih podataka uspevali da zakljule jednostavne funkcionalne
zavisnosti za &itave klase sistema., U statistiékoj fizici Jedna-
8ina stanja, u principu, moZe biti izvedena na osnovu poznatih
karskteristika Cestica iz kojih je sistem sastavljen.

Termodinamilki proces predstavija promenu stenja sistema.
Sistem koji se nalazi u stanju termodinamidke ravnoteZe mo¥e da ge

ukljuéi u termodinamidki proces samo promencm spoljasnjih parame-
tara. Ova ¢injenica je u skladuy sa svim na¥im neposrednim posmate-
ranjima makro-objekata. Obratno, ako se sistem ne malazi u stanju
termodinamitke ravnoteZfe a spoljaSnji parametri su fiksirani,
onda, kao Sto amo ve¢ rekli, sistem spontano prelazi (relaksira)
u odgovarajuce ravnote¥no stanje.

Kvazistaticdki proces predstavlja takav proces pri kome s&

parametri menjaju toliko sporo da mofemo tvrditi da se sistem u
svakom trenutku posmatranja nalazi u stanju ravnoteZe. Da bismo
tako nedto mogli da tvrdimo dovoljno je da se spoljadnji paramst-
ri menjaju tako sporo da su u toku vremena relaksacije sistema
njihove promene zanemarljivo male.

e s . e 200 v i i

promeni spoljadSnjih perturbacija u suprotnom smeru sistem proiazi
kroz sva ravnoteina stanja kroz koja je prodao pri prvobitnoj pro-
meni spoljadnjih parametara. Treba imati u vidu da je reverzibi-
lan proces takodje kvazistaticki, ali da svaki kvazistatidki pro-
ces nije reverzibilan. Wa primer, ako bismo na jednom od zidova
suda, u kome s¢ nalazi komprimovan gas, napravili veoma mali ot-
vor, gas bi isticao toliko sporo da bismo u svakom trenutku mogli
da tvrdimo da se gas u sudu nalazi u ravnote%i. U tom smislu pro-
ces isticanja Jje kvazistatidki, ali ne moZe biti reverzibilan,
Sli¢na je situacija u sludaju feromagnetika koji je stavljen u
homogeno magnetno polje ¢ija jadina mo¥e veoma sporo da se menja.
Pri povecanju jadine polja doéi ée do usmeravanja vektora spon-—
‘tane magnetizacije pojedinih domena, unutar feromagnebika, u
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praveu polja. Pri dovoljno jakom polju veliki broj domena obrazo-
vaée jedan veliki domen ¢ija je magnetizacija usmerena u pravecu
polja. Medjutim, ako smanjujemo jadinu polja isto tako sporo, ili
dak sporije nego #to smo je poveéavali, feromagnetik neée proéi
kroz sva stanja kroz koja je proSao pri poveéavanju jadine mag-—
netnog polja. To je eksperimentalna ¢injenica, toliko dobro usta-
novljena koliko i &injenica o nereverzibilnom isticanju gasa kroz
mali otvor na zidu suda,

VaZno je napomenuti da su u prostoru termodinamidkih para-
metara, tj. u viZedimenzionalnom prostoru po ¢ijim se osama nanose
moguée vrednosti termodinamickih parametara koji opisuju posmatra-
ni sistem, reverzibilni procesi predstavljeni kontinuiranim lini-
jama, dok ireverzibilni ne mogu biti teko prikazani. U istom pros -
toru, jednadine stanja mogu biti predstavljene povriima &ije su
osnovne geometrijske osobine odredjene termodinamickim zakonima,
Krive koje odgovaraju reverzibilnim procesima le¥e na ovim povr-
Sima,

Termodinamicki ciklus je termodinamicki proces &ije Je

podetno i krajnje stanje opisano istim vrednostima parametara.

Funkcija stanja je ona termodinamicka velifina koja ne za-—

visi od predistorije sistema, tj. od nacina na koji Jje sistem dos-
peo u dato stanje, velé zavisi samo od vrednosti termodinamickih
parametara koje opisuju dato stanje.

Termodinamicki sistem moZe da razmenjuje energiju sa oko-
linom. Ako je razmena energije pralena promenom spoljainjih para-
metara ka¥e se da se razmena vr3i u obliku rada. U suprotnom slu-
Caju kaZfe se da sistem apsorbuje, ili predaje okolini toplotu.

Na osnovu razmatranja niza konkretnih situacija (neke od
njih navedéemo u toku daljeg izlaganja) sledi da je u sludaju re-
verzibilne promene termodinamidkih parametara 2y (i = 1,25e004n)

za iznose dai rad koji sistem izvr8i odredjen izrazom
n
dw = Z~ A.da, , (1.2)
< i i
i=1
pri demu veli¥ina dW u op3tem sludaju nije totalni diferencijal.
Ponekad se mnoZitelji Ai nazivaju generalisane sile. Ako su je-

dina dva parametra sistema pritisak P i zapremina V onda je
rad koji sistem izvr3i pri povelanju zapremine za 4V jednak

dW = PAV . (1.3)
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Tekav slstem zvaéemo termomehanidki sistem. Zasnovanost izraza
(1.3) je detaljno obrazlofena u opdtem kursu fizike. 1 ovde &emo
pretpostaviti da je za ditaoca to dobro poznata relacija.

Termodinamicki sistem je toplotno izolovan ako ne vrii top-

lotnu razmenu energije sa okolinom. Za procese koji se dedavaju sa
toplotno izolovanim sistemom vezujemo atribut adijabatski. Tako se
govori o adijabatskoj ekspanziji gasa, ili o adijabatskom namagne-
tisavanju paramagnetika. Zbog toga &emo u toku daljeg izlaganja
umesto toplotno izolovani sistem Cesto upotrebljavati termin -
adijabatski sistem.

Na kraju, treba primetiti da se sve termodinamiéke velidi-
ne koje opisuju ravnoteZna stanja sistema mogu podeliti na eksten-
zivne i intenzivne, Ekstenzivne termodinamicke veli&ine su one

koje su proporcionalne kolilini supstance iz koje Jje termodina-
nicki sistem sastavljen, dok intezivne velidine ne zavise od koli-
éine supstance, U izvesnim sludajevima korektnija je definicija

koja tvrdi da su ekstenzivne velidine proporcionalne broju podsi-
stema koji ¢ine posmatrani sistem, dok intezivne ne zavise od
broja podsistema. Na primer, gko je u pitanju elektromagnetno zra-
denje u Supljini kao termodinamicki sistem onda je energija siste-
ma proporcionalna broju fotona u Supljini.

Va¥no je naglasiti da termodinamika operife sa statisticé-
kim srednjim vrednostima. U tom smislu gore se podrazumeva srednji
broj svih fotona u #upljini i srednja energija. U suprotnom nave-
deno tvrdjenje ne bi imalo smisla, Jjer je energija jednog fotona
_proporcionalna frekvenci € = hv, gde je h Planck-ova konstan-
ta, tako da je u opStem slufaju nemonohromatskog zradenja ukupna
energija E jednaka zbiru nlh"o1 + n2h172 + eesy dok Jje ukupan
broj fotona N Jjednak jednostavnijem zbiru Dy + N5 + eee o Odav~
de je jasno da E i N nisu medjusobno proporcionalne veliline.
Medjutim, odgovarajute srednje vrednosti to jesu, 3to se mo¥e po-
kazati u okvirima statisticke mehanike.

l.2. Nulti zakon termodinamike

1. Termodinamilki zakoni u su3tini predstavljaju postulate
koji su opravdani eksperimentalnim rezultatima velikog broja ist-
rafivada., Ovi zakoni i njihove posledice mogu biti izlo¥eni u
konzistentnom aksiomatskom obliku /1/. Medjutim, takvo izlaganje



-6 -

re bi mnogo doprinelo sagledavanju fizidkog sadrfaja termodinamid-
h problema, %to nam je potrebno za racionalno usvajanje princi-
pa 1 metoda statistidke mehanike.

Fizika se ne razvija aksiomatski. Mi moZemo razmiZljati o
aksiomatizaciji samo onih oblasti fizike u kojima su pronadjene
dovoljno opSte zakonitosti putem proveravanja na nizu razliditih
( u okviru jedne klase) prirodnih fenomena. Na primer, bilo bi
neumesno danas razmifljati o aksiomatizaciji biofizike., Termodina-
mika se takodje nije razvijala sksiomatski. Da je to zaista taéno
vidi se po tome Zto konzistentni sistem zakona u termodinamici
poéinje sa nultim zakonom /2/.

2. Mi nemamo nameru da izlaZemo matematidku konstrukciju
termodinamike, Izlo¥iéemo nulti zakon termodinamike sa ciljem da
definiSemo pojam termodinamilke ravnotefe med;ju sistemima koJji su

dovedeni u medjusobni kontakt, kao i pojam empirijske temperature.

Radi jednostavnosti pretpostaviéemo da Je u pitanju termomehanicki
sistem, ili bilo koji drugi sistem &ije je stanje potpuno odredje-
no sa dva parametra,

tema A i B postoji funkcija fAB(Pl,Vl; P2,V2) stanja (Plyl)
sigstema A i stanja (P2y2) sistema B, takva da su A i B, do-
vedeni u medjusebni kontakt, u ravnoteZi sko i samo ako Je

£,5(PyV13PF0) = O . (1.4)

Zapa¥amo da ovaj postulat u stwari tvrdi da sistemi ne mogu biti u
ravnoteZi ako se nalaze u proizvoljnim stanjima, tj. pri proiz-
voljnim vrednostima parametara,

Nulti zakon termodinamike tvrdi da stanje ravnoteZe medju

sistemima koji su dovedeni u medjusobni kontakt postoji i vaZi
osobina tranzitivnosti. To znadi, ako je A u ravnoteZi sa siste-
mom B, a B je u ravnotefi sa sistemom C +tada je A u ravno-
tefi sa C. Drugim redima, ispravnost relacija

fAB(PINI;P2y2) = 0, fBC(P2V2; P3y5) =0 (1.5)
implicira ispravnost relacije

£ac(Plqs P3y3) =0 . (1.6)
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3. Nulti zakon termodinamike omogufava da se definisSe
empiri]ska temperatura, odnosno da se uvede parametar koji odre-

djuje ravnote¥u medju sistemima, Razmotrimo dva sistema A i C
kodi su ravnoteZi sa probnim sistemom B, koji moZemo da nazovemo
termometar. Slobodni smo da pretpostavimo da se moZe naéi takav

"termometar” €ija fizidka svojstva impliciraju takve osobine jed-

nadina (1.5) da se V2 moZe izraziti pomoéu val’Pz’ odnosno
pomoéu 93’V3’P2 (za neki drugi "termometar™ fizilka svojstva mogu
biti takva da je prema jednadinama (1.5) lak3e izraziti P2 u
funkciji ostalih parametara ~ LU tom slulaju moZemo reéi da posto-

je dve funkcije TA i T, takve da je

C
T,(Py4Vy3P5) = TC(PB,V3;P2) (1.7

Pofto je B sasvim odredjen sistem (to mo¥e biti, na pri-
mer, izvesna kolidina Zive u evakuisanoj staklenoj cevéici) mi mo-~
Yemo da posmatramo Psu jedna&ini (1.7) kao konstantnu velidinu,
Tada se velidina TA(Pl’vl) naziva empirijska temperatura sistema

A merena sistemom B. Pod takvom konvencijom iz jednadine (1.7)

proistide da ée dva sistema biti u ravnoteZi ako imaju istu empi-
rijsku temperaturu, koja se moZe izmeriti nekim probnim sistemomn,
Pored toga, primetimo da podto iz nultog zakona sledi postojanje

empirijske temperature, izra%ene jednadinom T = T(P,V), onda

to znadi da iz istog zakona sledi postojanje jednaline stanja.

l.3. Jednadina stanja idealnog gasa

l. U prethodnom paragrafu videli smo da iz nultog akona
termodinamike sledi egzistencija jednaline stanja u op&tem sludaju.
U svakom konkretnom sludaju oblik jednadine stanja mora predstav-
ijati neposredno uopstavanje eksperimentalnih podataka, Najjednos-
tavniji oblik jednadine stanja imaju tzv. idealni gasovi. Utvrdje-
no je da se veoma razredjeni gasovi, pri veoma niskim pritiscima
i pri relativno visokim temperaturama, ponaSaju u skladu sa jedna~
Einom:

——ﬁz— = const, (1.8)

1Drugim redima, u jednom sludaju mo¥e biti pogodno da se prati pro-

mena zapremine sistema B koji je doveden u kontakt sa sistemima
A i C, dok u drugom sludaju sistemi A, B i C mogu biti takvi da
je pogodnije da se prati promena pritiska sistema Be.
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gde je N broj) &estica gasa., Jednalina (1.8) izrafava eksperi-
mentalno utvrdjenu éinjenicu dd je proizvod pritiska i zapremine
idealnog gasa, na datoj temperaturi, proporcionalan kolilini gasa.

Vrednost konstante u formuli (1.8) zavisi od temperaturs-
ke skale koja se koristi. Ako se prihvati da je ova konstanta
jednaka proizvodu iz neke druge konstante k i temperature T
onda se time defini%e temperaturska skala idealnog gasa

PV =« NkT . (1.9)

Na ovom mestu je zgodno da formalno pretpostavimo da je minimalna
vrednost za T jednaka nuli. Ukoliko, pored toga, u jednadini
(1.9) za k upotrebimo tzv. Boltzmann-ovu konstantu

k = 1,380662 * 10727 JK~1 (1.10)

onda ¢emo reéi da je temperatura T izraZena Kelvin-ovim stepeni-
ma K. Izabrana temperaturska skala je univerzalna po3to Jednadina
stanja idealnog gasa ne zavisi od prirode gasa.

2. Pitanje: Sta znadi izmeriti temperaturu nekog termodi-
namidkog sistema prema temperaturskoj skali idealnog gasa?

Odgovor: Na osnovu nultog zakona termodinamike to znadi
dovesti u kontakt posmatrani sistem i takav gas koji se u uslovi-
ma pod kojima se nalazi sistem ponaga idealno, Kad se uspostavi
ravnoteZa izmedju gasa i sistema merimo pritisak i zapreminu gasa

Pitanje: Mi u jednadini (1.9) ne poznajemo N. Kako onda
moZemo radunati T7?

Odgovor: Koristi se eksperimentalna &injenica da je u slu-
daju jednog mola gasa (onoliko grama gasa koliko iznosi relativna
molekulska masa 8estica iz kojih Je gas sastavljen) proizved Nk
Jjednak

8,31441 J mol~lk~1! (1.11)

Ova konstanta oznacava se sa R 1 naziva se univerzalna gasna

stavlja tzv., Avogardo-ov broj

N, = 6,022045 » 10°2 mo1~t (1.12)
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Prema tome, Avogardo-ov broj odredjuje broJ molekula u
Jednom molu gasa.

l.4. Prvi zakon termodinamike

1. Prvi zakon termodinamike predstavlja specifidénu formu-
laciju principa konzervacije energije. Kao Sto je nulti zskon ter-
modinamike omoguéio da se uvede pojam empirijske temperature, na
slidan nadin prvi zakon omoguéava da se definife unutrasnja ener-
gija termodinamickog sistema. Videéemo u toku daljeg izlaganja da
se na osnovu drugog zakona termodinamike definife jo¥§ jedan wveoma

vafan pojam - entropija termodinamickog sistema.

2. Neka je AQ kolidina energije koju apsorbuje posmatra-—
ni sistem ne vrieéi rad. Ovu kolidinu energije, kao #to je veé
redeno, nazivamo toplota. Neka pri nekoj termodinamickoj trans-
formaciji, tj. pri promeni stanja sistema, sistem apsorbuje toplo-
tu AQ 1 izvrii rad AW. Prvi zakon termodinamike tvrdi da Je
pri svim transformacijama koje prevode sistem iz odredjenog podet-
nog_stanja u odredjeno konadno stanje razlika AQ - AW ista, Oz=-
nadimo ovu razliku sa AU, Tada je

AU = AQ - AV . (1.1%)

Relacija (1.13) i prethodno tvrdjenje predstavljaju u stvari defi-
niciju velidine U, koju nazivamo unutrainja energija. Zapa¥amo da
je U funkcija stanja, jer AU zavisi samo od podetnog i krajnjeg
stanja sistema, a ne zavisi od stanja kroz koja je sistem proSao

pri odgovarajudéoj transformacijie

Na osnovu prvog zakona termodinamike unutrafnja energija
Je odredjena do na aditivnu konstantu. Drugim redéima, prvi zakon
dozvoljava slobodan izbor refereninog stanja i vrednosti Uo unut-
rasnje energije sistema u tom stanju. Unutrainja energija u nekom
drugom stanju odredjena je gzbirom Uo+(ASQ- AW), gde razlika
4Q - AW odgovara proizvoljnoj transformaciji sistema iz refe-
rentnog u posmatrano stanje.

3. U sludaju infinitezimalnih transformacija, kad se radi
o termodinamidkim stanjima koja su predstavljena dvema veoma blis-
kim tafkama u prostoru termodinamidkih parametara, prvi zakon
tvrdi da je velidina

dU = dQ ~ aw (1.14)
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totalni diferencijal, odnosno da postoji funkcija parametra standa
U ¢&iji je totalni diferencijal jednak razlici apsorbovane toplote
i izvr8enog rada. Naravno, pri konadnim promenama stanja integral
dU ne zavisi od puta integracije, odnosno od oblika linije koja
u prostoru termodinamiékih parametara povezuje dve tadke koje od-
govaraju poéetnom i krajnjem stanju sistema. Takve osobine za d4Q
i dWw prvi zakon termodinamike ne pretpostavlja, pas se zbog toga
iste velidine obele¥avaju sa d&Q, dw, ili d’Q, d‘W, ili $Q, Sw,
i1i EQ, dWw itd. Mi éemo zadriati standardnu notaciju (dQ,dw), kao
§to je uéinjeno i u drugim udZbenicima /3-5/ verujuéi da Je &ita-

lac pazljivo zapamtio formulaciju prvog zakona termodinamike.

4, Fored navedenih matematickih osobina unutrasnje energi-
Je koje slede iz prvog zakona termodinamike, vaZno je navesti i
empirijsku &injenicu da je unutrasnja energija ekstenzivna velidi-
na. Ovo je razumljivo ako se za trenutak zaboravi na termodinamiku

kao iskljudivo fenomenolodku disciplinu i uzme u obzir mnogodes-
tiéna priroda svih makro-objekata. U tom sludaju jedna naivnija de-
finicija unutrasnje energije tvrdila bi da je to srednja vrednost
zbira energija svih festica sistema i njihovih interakcija.l Tada
moZe postati jasnije da je unutrasnja energija proporcionalna ko-
1idini supstance koja &ini dati sistem. Takodje je razumljivo da

u sludaju kada se termodinamicki sistem sastoji iz slabo-interagu-
Juéih podsistema da je unutra3nja energija sistema jednaka zbiru
unutrasnjih energija podsistema,

5. Na kraju ovog paragrafa umesno je navesti i definiciju
toplotnog kapaciteta sistema. To Je velicina koja se defini3e kao
odnos prira3taja toplote pri infinitezimalnod reverzibilnoj ter-—
modinamilkoj transformaciji i odgovarajuéeg priraitaja temperature
sistema

c=-9 - (1.15)

1Ovde je umesno ponoviti primedbu sa kraja paragrafa l.l, Naime,
termodinamika operiSe sa statistidkim srednjim vrednostima fi-
zidkih velidina. U tom smislu treba posmatrati gore pomenuti od-
nos izmedju energije sistema i broja &estica koje &ine sistem.
Gore navedeno tvrdjenje u opStem sludaju ne bi bilo taéno ako bi
pod energijom podrazumevali ukupnu energiju u mehanidkom smislu
i kad bi pod brojem &estica podrazumevali ukupan broj destica,
takodje u mehanickom smislu, tj. kad bi u pitanju bili prosti
zbirovi energija svih komponenti sistema i ukupnog broja kompo-
nenti,
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IKksperimentalna Je &inJjenica da toplotni kapacitet C zavisi od
inherentnih osobina sistema i od okolnosti pod kojima sistem raz-
menjuje energiju sa okolinom., Zato se toplotnom kapacitetu obi&no
pripisuju atributi koji ukazuju na velidinu koja je bila konstant-
na pri odgovarajuéoj transformaciji. Tako se govori o toplotnom
kapacitetu pri konstantnoj zapremini, ili pri konstantnoj magneti-
zaciji itd. Toplotni kapacitet izra%en po jedinici mase sistema

(a desto i po &estici sistema) naziva se specifi&na toplota. S ob-
zirom na primedbe izlo¥ene u ovom paragrafu izraz (1.15) ne mo¥e
biti shvaden kao obilan izvod apsorbovane toplote po temperaturi
sistema, jer velidina dQ nije u opStem sluaju totalni diferencijal,
a i kad jeste (na primer, u sludaju kada je dW = O) ne mora da
znadi da je tada T jedina nezavisno promenljiva. Izraz (1.15)
treba shvatiti kao odnos dva infinitezimalna prirastaja.

1.5. Prvi zakon termodinamike za termo-mehanicke sisteme

1. Kod opisivanja termodinamidkih stanja i procesa kod
termomehanidkih sistema od interesa su samo tri parametra. To su
pritisak P, zapremina V i temperatura T. Podto ova tri para-
metra, na osnovu nultog zakona termodinamike, moraju biti poveza-
na funkcionalnom zavisno$éu koja predstavlja jednalinu stanja, to
znaCi da bilo koji par iz skupa P,V,T mo¥emo smatrati nezavisno
promenljivim velidinama koje potpuno odredjuju stanje sistema,
Jasno je da uslovi eksperimenta diktiraju konkretan izbor tih dve-
ju velilina,

Prema relacijama (1.3) i (1l.4) prvi zakon termodinamike,

u sludaju infinitezimalnih reverzibilnih transformacija stanja ter-~
momehanidkog sistema, moZemo zapisati u obliku

dU = dQ - PdV (1.16)

Odavde moZemo naéi tri korisna izraza za dQ , polazeéi od &inje~
nice da su dU i 4V totalni diferencijali i da nezavisno promenlji-
ve mogu biti tri razlidita para velidina. Tako dobijamo:

dQ = (G5, ar +[(-§—‘37—)P + P ] av , (1.17)

dQ = [(%_ITL)P * P("g“Tr‘)P] ar + [(';'IIJT')T + P(‘gg‘)w__‘ by
(1.18)
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dQ = (%—).v ar + [(%-)T + P] av , (1.19)

gde smo kao nezavisno promenljive veliline respektivno posmatrali
parove (P,V), (Z,P) i (T,V), a donjim indeksima kod parcijalnih
izvoda na uobi&ajen nadin smo ozna¥ili velidine koje su konstantne
pri diferenciranju. Mada su zadnji izrazi neposredne posledice
relacije (1.16), njihova &esta upotreba opravdade njihovo ekspli-
c¢itno navodjenje.

2. Kod termomehanilkih sistema mogu se definisati, a i
eksperimentalno ispitivati, dva toplotna kapaciteta - toplotni
kapacitet pri stalnom pritisku GP i toplotni kapacitet pri stal-
noJ zapremini cv. Na osnovu definicije (1.15) ove dve velidine
mo¥emo simboli&no da zapifemo u obliku

a na osnovu relacija (1.18) i (1.19) nalazimo nefto eksplicitnije
izraze

Cp = (%I'J'.{—)P + P(%’})P (1.21)
i
= ('gr)v 3 (1.22)

2. Zadatek: Eksperimentalno je utvrdjeno da se kod nekih
gasova pri slobodnoj ekspanziji iz manjeg u veéi sud temperatura
ne menja. Takve gasove nazivamo idealni gasovi, Pokazati da je
kod idealnih gasova unutrafnja energija funkcija samo jednog pa-
rametra.

ReSenje: Pri slobodnoj ekspanziji gas ne vrEi rad pa je
dW = O, Eksperimentalno je utvrdjeno da je dT = O, bdakle proiz-
lazi da je i dQ = O, Tada je prema prvom zakonu termodinamike
dU = 0, a to znali da dva stanja idealnog gasa sa istom tempera-
turom a razliditim zapreminama (pre i posle ekspanzije) imaju istu
unutrasnju energiju. Prema tome, unutra¥nja energija je funkecija
samo temperature.

4, Zadataek. Pronadi vezu izmedju CpiCyu sludaju ideal-
nog gasa.

Resenje: Pos3to unutrasnja energija idealnog gasa zavisi
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samo od temperature to na osnovu relacija (1.19) i (1.22) mo%emo
pisati

dQ = CAT + PAV . (1.23)
Odavde sledi da Jje

dQ = C,dT + d(PV) - VdP ,

v

e ne osnovu Jjednaline stanje za mn mola idealnog gasa nalazimo

dQ-ch-l-anT-Vd.Po

v

Ako je pritisak konstantan onda jJe
dQ = (Cy + nR) dT

pa prema definiciji (1.20) dobijamo

c

p = Cy 4+ nR , (1.24)

ZapaZamo da je toplotni kapacitet pri stalnom pritisku veéi od
toplotnog kapaciteta pri stalnoj zapremini, pri &emu Jje njihova
razlika, naravno, ekstenzivna velidina.

l.6. Prvi zakon termodinamike za paramagnetne i
dielektriéne sisteme

1. Konkretniji oblici izraza za prvi zakon termodinamike
(1.14), pri infinitezimalnim transformacijama stanja, proistidu
iz razliditih izraza za rad dW, Sto pak bitno zavisi od vrste
termodinamidkog sistema i od termodinamidkih parametara koji se
menjaju pri transformaciji. Bez formulacije drugog zakona termodi-
namike ne moZe se niSta odredjenije reéi o zavisnosti priradtaja
dQ od parametara stanja sistema.

2. U sludaju magnetnih sistema (magnetika) od prvostepe-
nog interesa je izraz za rad koji se izvrii pri promeni ja&ine
spoljainjeg (u odnosu na magnetik) -magnetnog polja H za dH,
Posito je stanje magnetika nerazdvojivo povezano sa karakteristi-
kama magnetnog polja onda je umesto da se kao termodinamiZki sis-
tem posmatra celina "polje plus magnetik". Ako pri promeni H gza
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dH ne dolazi do promene nekih drugih parametara stanja magneti-
ka izuzev magnetizacije (magnetni moment po jedinici zapremi-
ne), onda je rad koji izvrde spoljaZnji izvorl (eksterni u odnosu
na termodinamidki sistem) jednak

aw,_ .f(,uo'ﬁ-dﬁ)dv + !%ﬁ.dﬁ)dv , (1.25)

gde se prga integracija vr#i po &itavom prostoru, dok se druga
integracija vr#i samo po onom delu prostora u kome se nalazi mag-
netik, jer je izvan njega = O, Ovde/M,,o oznalava magnetnu
permeabilnost vakuuma. Izvodjenje izraza (1,25) bazira na Maxwell—
ovim jednadinama za materijalne sredine /6,7/ i predstavlja jedan
sloZeniji zadatak iz elektrodinamike, koji se desto na jednostav-
nim primerima proradjuje i u okviru opiteg kursa fizike. Pri re -
Savanju konkretnih termodinamidkih problema treba poznavati uslo-
ve primenljivosti izraza (1.25). Mi éemo to ovde detaljno prodis-
kutovati.

Velidine H i M koje figurifu u izrazu za dW. mogu
biti razmatrane kao funkc1je stanja sistema samo u sludaju rever-~
zibilne promene H z8 dH odnosno ]I za dZt Zbog toga se pome—=
nuti izraz ne moZfe dosledno upotrebiti u sludaju feromagnetika,
podto je poznato da su kod feromagnetika procesi promene magneti-
zacije pod dejstvom magnetnog polja neizbeZno ireverszibilne priro-—
de (zbog postojanja viSedomenske strukture). U sludaju paramag-
netnih sistema ne postoje prepreke u primeni izraza (1.25). Pone-
kad se isti izraz, ili neki njegov jednostavniji oblik, koristi
i pri refavanju termodinamilkih problema za feromagnetike, ali se
tada imaju u vidu idealizirani uzorci koJji se sastoje samo od
Jjednog domena.

Imajuéi u vidu prethodnu napomenu, kao i &injenicu da dw
u relaciji (1.14) oznadava rad termodinamidkog sistema, tako da

Je dW, = -dW, sada moZemo da napiemo eksplicitan oblik prvog
zakona za magnetne sisteme
> >
aU = 4Q + f(ﬂ,ﬁ dH)dV + /(/u/oHod’J@dV . (1.26)

Obi&no se drugi ¢lan sa desne strane u gornjoj jednadini piSe u

obliku 72
a( ]/‘%—— av) (1.27)
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i prebacuje se na levu stranu jednaline te se razmatra nova veli-
ginas

2
H
U, =0 [/—ag—- dav , (1.28)

a

pomoéu koje se relacija (1.26) formalno pojednostavljuje

Jasno je da integral u izrazu za U, predstavlja energiju magnet-
nog polja u sludaju kada ne bi bio prisutan magnetik. PoZto, s
druge strane, velidina U predstavlja unutrasnju energiju termo-
dinamidkog sistema "polje plus magnetik" onda se desto Ua inter-
pretira kao unutrasnja energija samog magnetika, a relacija (1.29)
se koristi kaso izraz prvog zakona termodinamike za nmagnetik
"ekgskluzivno",., Pri tome se ne sme izgubiti iz vida da E? u (1.29)
ne predstavlja lokalno polje unutar magnetika, veé je to jacdina
magnetnog polja koju bi odrZavali spoljasnji izvori i u odsustvu
magnetika. Drugim redima, kako se to obiéno ka¥e u zadacima iz
termodinamike, ki predstavlja polje u koje se "stavlja" magnetik.

3. Drugi sabirak u relaciji (1.29) moZe se pojednostaviti
u sludaju homogenog magnetnog polja. Tada jJe

‘_/(/Lo'ﬁ-d;u)dv = /A.o—ﬁ- {r(d%dv = /goﬁ-cﬁ’ﬂ' (1.30)
odakle sledi
, = dQ + wHedN , (1.31)

gde je i ukupni magnetni moment magnetika.l Cesto se unutrainjoj
energiji Ua dodaje potencijalna energija -,ugﬁ-ﬁ magnetika u
polju, ¢ime se uvodi nova velidina:

Ub = U& -/“IOH.M (1-32)

-
1Postoje situacije u kojima nije zadovoljena relacijauﬂudv ='ﬁ,
bez obzira 3to je polje homogeno (takva je situacija u sludaju
Jonizovane gasne plazme). Mi neéemo dalje razmatrati takve si-
tuacije. Pored toga, naglasSavamo da éemo iskljuéivo razmatrati
sludajeve homogenog polja, jer kad fizidar ispituje magnetik u
laboratoriji onda je skoro uvek polje homogeno u onom delu pros-
ora u kome se magnetik nalazi. Zbog toga éemo velidiny
Cesto nazvati magnetizacija sistema.
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a na taj nadin relacija (1.32) prelazi u
—
= dQ - p WedH . (1.33)

Velilina U, nema neki dublji fizi¢ki znalaj, od veliline U,
mada se obidno ona koristi pri reSavanju termodinamilkih problema,
Mi éemo koristiti oba izraza, (1.31) i (1.33), i to najéesée u
Gausovom sistemu jedinica, Jer se moZe pokazati, polazeéi od odgo-
varajuéih oblika za Maxwell-ove jednaline, da se u ovom sistemu
jedinica dobijaju isti konadni rezultati (1.31) 1 (1. 33) ali bez
prisustva /Lo Q%% 1) i naravno sa velidinama 5 i bit izraZe-
nim u odgovarajuéim jedinicama., Takodje ¢emo uglavnom pretpostav—
1jati situacije kad je magnetik izotropan, tj. kad se moZe zanema-
riti vektorska priroda velifina M oi ii jer Jje kod izotropnih
sistema, magnetni moment orijentisan u pravcu polja.

4, Kod dielektrika, slicno magneticima, od prvostepenog
interesa je rad koji se izvrdi pri promeni jaéine elektrostatil-
kog polja ¥ za infinitezimalni prirastaj dE. Izraz za rad je
potpuno analogan izrazu (1.25) u sludaju magnetnih sistema,

aw, /(e BedE)dV + /(E.d‘f’)dv ’ (1.348)

gde je ¢ o dielektridna permeab11nost vakuuma, a 50 Je polari-
zacija dielektrika (dipolni moment jedinice zapremine). Potpuno
je analogna i diskusija okolnosti pod kojima se izraz (1.34) moZe
upotrebiti pri reSavanju termodinamidkih problema.

5. Na kraju, treba naglasiti da su sve formule u ovom pa-
ragrafu korektne samo u sludaju ako se kod magnetika menja isklju-
givo magnetizacija.zz , odnosno ako se kod dielektrika menja pola-
rizacija §3 « Ponekad to nije ispunjeno. Na primer, u sludaju feno-
mena magnetostrikeije pri promeni jadine magnetnog polja dolazi
do primetne promene zapremine magnetika, Tada moramo uzeti u obzir
i rad (1.3) koji se izvrii pri promeni zapremine sistema za dV, a
za korektno termodinami&ko opisivanje fenomena morali bismo da
koristimo, na primer, relaciju

U = dQ + u Hedfl - Pav (1.35

umesto relacije (1.32). U opdtem sludaju moglo bi da se desi da
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se pored magnetizacije menjaju dva ili viZe parametara sistema,
pa bismo korektan izraz za prvi zakon termodinamike za magnetne
sisteme morali da zapifemo u obliku

au = dQ + /bo-ﬁ-dﬁ - % Aidai ’ (1056)

gde a. mo%e biti zapremina, a, vkupni dipolni moment sistema
T 3ﬁ?dv itd,, dok bi Ai bile odgovarajuée generalisane sile,
ngk, u praksi je malo takvih problema &ije reSavanje zahteva
kori3éenje izraza kao Zto je (1.36).

DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE

2ele Tri formulacije drugog; zakona termodinamike

1. Drugi zakon termodinamike u stvari tvrdi da ono Sto
niko do sada nije video da se desilo - ne moZe ni da se desi. Pri
tom se naravno imaju u vidu termodinamidke pojave. O&igledno je
da takav zakon pruZa Ziroke moguénosti za misaone spekulacije i
kreativno razmigljanje.

Kljudevi koji leZe na stolu neée se momentalno ohladiti
i skoéiti iznad stola. Ovo je nemoguée na osnovu iskustva svih
generacija posmatrada i istra¥ivada prirodnih pojava, mada nije
u suprotnosti sa onim delom iskustva koje je sadrZano u prvom za-
konu termodinamike, Takve "eksperimentalne" &injenice, o kljule-
vima koji ne mogu sami da skadu mada imaju dovoljno energije,
sadrZane su u drugom zakonu termodinamike, Da bismo naveli dve
klasicéne formulacije ovog zakona treba prvo da defini¥emo dva po-
moéna pojma, koji zajedno sa prethodno uvedenim pojmovima dopri-
nose kompletnosti termodinamickog modela prirodnih pojava.

Toplotni rezervoar, ili jednostavno rezervoar, je termo-
dinamicki sistem sa tako velikim brojem stepeni slobode da ako

isti primi od okoline, ili preda okolini, konadne kolidine top-
lote njegova temperatura ostaje nepromenjena,

Termodinamicka mafina je termodinamiéki sistem &ija se

stanja menjaju u skladu sa cikliénim procesom u kome se deSavaju
iskljufivo sledeée stvari: a) sistem apsorbuje kolidinu toplote
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QW od rezervoara temperature T2, b) sistem predaje kolidinu
toplote Q, rezervoaru temperature T, (T1<5T2) i ¢) sistem
vrsi rad W,

2. Kelvin-ova formulacija drugog zskona termodinamike:

u izdvajanju izvesne kolidine toplote iz datog rezervoara i nje-
nog kompletnog pretvaranja u rade.

Clausius-ova formulacija drugog zakona termodinamike:

izdvajanju izvesne koliéine toplote iz hladnijeg rezervoara i
predavanju iste kolidine toplote toplijem rezervoaru.

Ukoliko obe navedene formulacije pretenduju na to da mak~
simalno odraZavaju jedan isti skup eksperimentalnih cinjenieca,
onda one moraju biti ekvivalentne., Pomoéni pojmovi koje smo malo-
pre naveli pomaZu da se demonstrira da ova ekvivalentnost postoji.
Treba pokazati da ako Kelvin nije bio u pravu da onda i Clausius
nije u pravu, i obratno.

Ako Kelvin nije bio u pravu onda bismo mogli da izdvoji-
mo iz rezervoara temperature Tl izvesnu koliéinu toplote i da
Je pretvorimo u rad. Ovaj rad mo¥e biti kompletno utroSen na pre-
davanje ekvivalentne koliline toplote rezervoaru temperature Ty,
Jer to ne zabranjuje nijedan princip, Cak eksperimentalne cinje-
nice potvrdjuju da je to moguée (na primer klasidan Joule-ov eks-—
periment). Ako je T2>‘P1, 8to takodje nije zabranjeno, onda vi-
dimo da je, konaéno, izvesna kolilina toplote izdvojena iz hlad-
nijeg rezervoara i predata toplijem, #to je u suprotnosti sa onim
&to Jje tvrdio Clausius.

Pretpostavimo sada da Clausius nije bio u pravu. To bi
znadilo da moZemo da uzmemo kolicinu toplote QW iz hladnijeg re-
zervoara temperature Tl i da je predamo toplijem rezervoaru
tenperature T2. Upotrebimo sada termodinamilku maSinu koja ée da
napravi jedan ciklus pri demu ée iz toplijeg rezervoara da uzme
upravo kolidinu toplote Q2. Vidimo da bi se konacan rezultat svih
promena sastojao u tome $to bi iz rezervoara temperature Tl bila
izdvojena izvesna kolilina toplokte koja bi kompletno bila pretvo-
rena u rad., Prema tome, ako je Clausius pogreZno formulisao drugi
zakon termodinamike onda je to i Kelvin ulinio.
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3. Jasno Je da fizidari u svom istraZivanju prirodnih
pojava ne nailaze tako Sesto na maSine i slidne objekte. Zbog to-
ga je razumljivo dugogodidnje nastojanje fizifara da se osnovni
termodinamidki zakoni formuliSu bez upotrebe termina kao £to su
rezervoar i maSina, kao i da se celokupnom termodinamickom modelu
prirodnih pojava da Sto je moguée elegantniji matematidki oblik.
Po svemu sudeli najviZe uspeha u pravcu aksiomatizacije termodi~-
namike postigao je matematidar grékog porekla C.Carathéodory, ko-
Ji se ovog posla prihvatio pod uticajem M, Born-a., Dve su Zrtve
koje obezbedjuju tekav uspeh, Prvo, Carathéodory-evi aksiomi ne-~
maju onu intuitivnu pribvatljivost koja karakterise klasifne for-
mulacije termodinamidkih zakona. Drugo, povezanost aksioma obez-
bedjena je apstraktnim matematifkim aparatom, koji je istovremeno
potreban da se pokaZe da iz novog sistema aksioma slede iste prak-
tiéne posledice kao iz klasidénih formulacija. Na ovom mestu mogli
bismo da podnesemo prvu Zrtvu, ali za drugu nemamo dovoljno pros-
tora, niti je ista neophodna pri prvom upoznavanju odnosa izmedju
termodinamike i statistidke mehanike, Zato Cemo ovde samo navesti
Carathéodory-evu formulaciju drugog zakoga termodinamike i poka-
zaéemo da ona ne zahteva manje nego Stc su zahtevale dve klasicdne
formulacije.

Carathéodory-evas formulacija drugog zakona termodinamike:

U blizini svakog termodinamilki ravnoteZnog stanja postoji takvo
stanje koje, ma koliko malo da se razlikuje od posmatranog stanja,
ne moZe biti dostignuto adijabatskim procesom.

Zapa¥amo da se u navedenoj formulaciji termodinamicka sta-
nja razmatraju kao tatke u prostoru termodinamidkih parametara,
Pokazalemo da ako Carathéodory nije bio u pravu da je onda i
Kelvin pogresio u svojoj formulaciji drugog zakona termodinamike.
Posmatrajmo u prostoru parametara stanje koje je simbolidéno ozna-
deno slovom A, Pretpostavimo da je sistem iz stanja predao u pro-
izvoljno stanje B u okviru jednog izotermskog procesa pri demu
Je apsorbovana kolidina toplote ZSQAB i izvrSen rad JAWAB. Frema
prvon zakonu termodinamike (1.13) mo%emoc pisati

AUAB - AQAB -AwAB (2.1)

Ako Carathéodory nije u pravu onda sistem moZe iz stanja B da
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se vrati u stanje A u skladu sa jednim adijabatskim procesom
(AQBA = 0) pri &emu sistem vrfi rad leBA. Tada relacija (1.13)
implicira jednakost

AUBA = -AwEA . (2.2)

Posto je unutradnja energija funkcija stanja to je LSUAB = -z&UBA,
pa iz zadnjih dveju relacija proistiée

A = DWpp + AVg, . (2.3)

Prema tome, ako se navedena dva process, izotermski i adijabatski,
posmatraju kao jedan jedinstven termodinamidki proces onda se nje~
AQup i njenom kompletnom pretvaranju u rad AwAB +Avig,, Bto je
potpuno u suprotnosti sa Kelvin-ovom formulacijom drugog zakona
termodinamike, Jasno je da pokazivanje obratnog stava, tj. ako

Je Kelvin pogresSio da je onda i Carathéodory pogreSio, ne dolazi

u obzir, jer bi to onda znadilo da je Carathéodory-~eva formulacija
prosta tautologija klasiénih formulacija. Kasnije, kad budemo
upoznali osnove posledice klasidnih formulacija drugog zakona
termodinamike, prodiskutovaéemo njihov znadaj u svetlu Carathéodory!
eve formulacije.

2.2. Carnot-ova teorema

"Da bi se principi proizvodnje kre~
tanja pomoéu toplote razmatrali na najop$-
tiji nadin, razmatranja moraju biti nezavig-
na od bilo kog mehanizma i od bilo kog po-
sebnog sredstva, Totrebno je da se ustanove
principi primenljivi ne samo za parne magi-
ne veé za sve toplotne magine koje se mogu
zamisliti, ma kakva bila radna supstanca i
ma kakav bio metod pomoéu koga ona operise”.

Sadi Carnot (1824)

1. Termodinamiéke maiine predstavljaju glavne elemente
misaonih eksperimenata pomoéu kojih se resSavaju mnogi termodina-
micki problemi, Za teorijsku analizu drugog zakona termodinamike
dovoljno je da se razmotri ciklidan proces mafine koju je predlo-
Zio francuski fizifar Sadi Carnot. Carnot-ova ma3ina je specifidéna
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po tome 3to je kod nje, po pretpostavcis ciklilan proces reverzi-
bilan, Na osnovu definicija datih u paragrafu l.l. i u prethodnom
parsgrafu, to znadi da se ciklidan proces Carnot-ove masiine, tzv.
Carnot-ov ciklus, sastoji iz dva izotermska procesa, na tempera-
turama Tl i T2, i dva reverzibilna adijabatska procesa, U slu-
daju termomehanilkog sistema promene parametara stanja u skladu

sa Carnot-ovim ciklusom pri-

P kazane su na Sl. 1l. Stanja

A i B povezana su izoterm-
skim procesom na temperatu-
ri T,, a stanja C i D
izotermskim procesom na tem-
peraturi Tl. Stanja B i
C, kao i stanja D i A,
povezana su adijabatskim

proceson ekspanzije i komp-
resije. Pre nego £to se upus-

timo u dalju analizu Carnot-

81, 1. Carnot—-ov ciklus u sludaju ovog ciklusa uradimo jedan
termomehanilkog sistema, koristan zadatak.

2. Zadatak: Pokamati da je kod proizvoljne termodinamid-
ke maSine Q1> 0 i Q> 0 =ako je W>0, aako je W<O i
Q1<O onda je i QW< O.

Refenje: Pretpostavimo da je W>0, tj. da ma3ina vrii
rad, Na osnovu Kelvin-ove formulacije drugog zakona sledi da Ql
mora biti razlidito od nule, Pretpostavimo da je Q< O. Tada
u jednom ciklusu magina apsorbuje kolidinu toplote —Ql od rezer-—
voara temperature Tl i koli€inu toplote Q od rezervoara tem-
perature T,. Poito je proces ciklifan onda nema promene unutrai-

nje energije ( U = 0) pa je, na osnovu prvog zakona termodinamike,
izvréen rad jednak Qp—Qy+ Ovaj rad moZemo pretvoriti u toplotu i

predati je rezervoaru "T," bez bilo kakvih drugih efekata. Tako

bi konacno kolidina toplote -Q bila predata od rezervoara "Tl"
rezervoaru "Tg", 8to je nemogule ako je Clausius-ova formulacija

drugog zakona taéna. Prema tome, Ql mora biti pozitivno, a posto
Je W = QW - Ql i W po pretpostavei takodje pozitivno onda mora
biti i Qy >0.

Na osnovu prvog zakona termodinamike, tj. na osnovu
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relacije W = Q=Qy » sledi da ako je W<O i Q1<'O onda Q,
ne mo¥e biti pozitivna velidina. U sludaju kada su sve tri veli-
¢ine W, Q iQ, negativne za maSinu se ka¥e da radi kao fri-
fider. Primetimo da jedino kod Carnot—-ove maSine jednom istom
skupu apsolutnibh vrednosti [W|, [g| i [Q,| mo¥e odgovarati i
pozitivan i negativan predznak, jer su svi procesi kod ove maSi-
ne reverzibilni.

3, Za kvantitativnu karakteristiku jedne termodinamidke
mafine koristi se koeficijent korisnog dejstva ¥ . To je odnos

rada koji obavi maSina u jednom ciklusu prema kolidini toplote
koju apsorbuje od toplijeg rezervoara. Na taj nadin koeficijent
korisior; dejstva je odredjen izrazom

7’ = W/Q2 =1 -~ Ql/Q2 . (2-4)

ZapaZamo da mora biti o< 77<:1, posSto nema smisla govoriti o
termodinamidkoj maZini kod koje je izvrSen rad jednak nuli (W=0),
ili koja apsorbuje beskonadno veliku koli&inu toplote (Q2-900),
kao sto u skladu sa Kelvin-ovom formulacijom drugog zakona nema
smisla govoriti o mafini koja bi samo apsorbovala toplotu i vrdi-
la rad (Q2 £ 0, W#£DO, Q = 0)e.

4, Tvrdjenje da ne postoji maSina koja ima veéi koefici-
jent korisnog dejstva od Carnot-ove mas$ine koja radi koristeéi
iste rezervoare, nazvano je u istoriji fizike Carnot-ova teorema.

Dokaz Carnot-ove teoreme moZemo realizovati na sledeéi
nadin., Razmotrimo proizvoljnu masinu X koja od rezervoara “T2"
apsorbuje kolidinu toplote Qé, vrii rad W' i predaje kolidinu
toplote Qi rezervoaru "Tl". Neka, koristeéi iste rezeryoare,
radi Carnot-ova madina koja apsorbuje od rezervoara "T2" kolidinu
toplote Q,, vrii rad i predaje kolicinu toplote Q, rezervoaru
"Tl". Prepostavimo da je odnos Qg/Qé racionalan broj

QW/Q% = N°/N (2.5)

8to se moZe realizovati sa proizvoljnom tadno3éu ako se izaberu
dovoljno veliki celi brojevi N i NI

Dopustimo da oVe dve mafine rade zajedno, ali da Carnot-

ova maSina radi u suprotnom smeru, Zto je mogule jer su kod nje
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svi procesi reverzibilni po definiciji., Pri tome neka Carnot-ova
maSina radi N ciklusa, a ona druga mafina neka napravi N’
ciklusa. Simbolidki je ovaj proces prikazan na Sl. 2. Na kraju
procesa ukupan rad koje su izvr3ile obe masine jednak je

W, = N'W ~ NwW (2.6)

Ukupna kolidina toplote predata rezervoaru "Tl" odredjena je iz~
razom

Q™ = ng) - Mg (2.7)

dok je ukupna kolidina toplote apsorbovana od rezergoara "T2"
jednaka nuli,

Qg(“) =N'Q,” - N, =0 (2.8)

na osnovu relacije (2.5). Na osnovu drugog zakona termodinamike,

@0,
W t::>@ @ =>w
o.ﬁ> <@o.

Sl. 2. Simbolidki prikaz simultanog rada Carnot-ove
masSine C 1 proizvoljne masine X.

zadnje tri relacije mogu biti konzistentne jedino ako je Wu=5 O.
Poito su na kraju procesa obe masine, po pretpostavei, u svojim
pocetnim stanjima, to je ukupan rad jednak razlici ukupne apsorbo-
vane i ukupne predate kolidine toplote

W, = Q2(U) - Ql(U) = 'Ql(u) s (2-»9)

u

gde smo odmah iskoristili relaciju (2.8). Iz relacije (2.9) i ne-

gativnosti Wy, sledi da je Ql(u.2> O, odnosno

NQ” -NggZ O |,
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a ovu nejednakost mo¥emo, na osnovu odnosa (2.5), napisati i u

obliku
1

1-—-(21—21--&* (2.10)
Q Q2

Zadnja relacija, zajedno sa relacijom (2.4) pokazuje da koefici-
jent korisnog dejstva Carnot-~ove maZine ne moZe biti manji od
koeficijenta korisnog dejstva proizvoljne mafine. Time je Carnot-
ova teorema dokazana,

5. Pofto je u prethodnom dokazu maSina koja je konkurisa-
la Carnot-ovoj mafini bila proizvoljna, to znadi da ona takodje
mo¥e biti Carnot-ova mafina, Kao takva ona bi mogla da preuzme
mesto prve Carnot-ove maSine, koja bi pak dosSla na mesto proizvolj-
ne madine, U tom sludaju prethodni dokaz doveo bi do nejednakosti
suprotnog smera od nejednakosti (2.,10), 8to je apsurdno. Prema
tome, sve Carnot-ove magine koje koriste iste rezervoare imaju
iste koeficijente korisnog dejstva, bez obzira na prirodu odgova-
rajuéih termodinamikih sistema &ije promene stanja realizuju, u
skladu sa Carnot—ovim ciklusom, rad ovih mafina, Ovo Je veoma
varan fizilki zakljudak.

2.%e Apsolutna temperatura

"Pokretatka snaga toplote Je
nezavisna od sredstava upotrebljenih
da se ista realizuje; njena vrednost
Jje fiksirana iskljuéivo temperaturom
tela izmedju kojih se, konadéno, trans-
feruje kalorik",

Shdi Carnot (1824)

1. Nezavisnost koeficijenta korisnog dejstva Carnot-ove
mafine od vrste termodinamidkog sistema ukazuje na to da odnos
Q2/Q1 moZe da zavisi samo od temperatura odgovarajuéih toplotnih
rezervoara. Zbog toga se u termodinamici odnos dveju apsolutnih
temperatura 6, i 6, definife relacijom

!

o=l (2.11)

gde Je z’ koeficijent korisnog dejstva Carnot-ove mafine koja
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radi jizmedju toplotnih rezervoara temperatura 02 i 01. Kako

mo%¥e imati vrednosti samo izmedju O i 1 to znadi da sve apse-
lutne temperature moraju da budu istog znaska., Konvencionalno Je
izabrano da apsolutne temperature budu pozitivne.1

Lako Je pokazati da se moZe fiksirati ravnomerna skala
apsolutnih temperatura. Razmotrimo seriju Carnot-ovih maéina koje

8ina preda rezervoaru sledela mafina apsorbuje od istog rezervoara
Zato Jednakost odnosa

S, e,

_n+l . 2,12
QZ Qn+1 ¢ )

koja na osnovu definicija (2.4) i (2.11) va¥i za n-tu madinu u
seriji, va¥i i za svaku drugu masinu, tako da moZemo pisati

e (%)

n n+k
= m—— (2.13)
Qn Qn+k ’

gde je k prirodni broj. Oznadimo odnose On/Qn sa r, Tada se
rad koji izvr3i proizvoljna madina u seriji, W = Qi1 o mo¥e
izraziti preko razlike apsolutnih temperatura

Op,1 — 9y =TW . (2.14)
Pofto je rad W 1isti za sve Carnot-ove madine i poito r ne za-
visi od n, iz zadnje relacije sledi da se mo%¥e dobiti skala apso-
lutnih temperatura sa jednakim intervalima, Ako izaberemo takav
sistem Carnot-ovih mafina da je rW = 1K onda dobijamo Kelvin-ovu
apsolutnu temperatursku skalu, Izbor skale praktiéno se reslizuje
fiksiranjem neke odredjene temperature, jer definicija (2.11) od-
redjuje samo odnos temperatura, Tako se Kelvin-ova skala danas

1Posto;ji i pojam apsclutne negativne temperature., Medjutim, on

nema veze sa gore pomenutom xonvencijom. Apsolutne negativne
temperature oplsuau sistem kogl nije u termodinamilkoj ravnote-
Zi,. Nalhov pravi smisaoc mo¥e da se sagleda samo u okvirima sta-
tistidke mehanike. Uostalom 1stor13a fizike bele¥i da Je prvo
formirana termodinamika kao nauéna disciplina, zatim je formi-
rana statistifka mehanika pa Je tek kasnije uveden pojam nega-
tivnih temperatura.
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fiksira konvencijom da trojna tafka vode, tj. temperatura na ko-
jod koegzistirajﬁ sva tri agregatna stanja vode, iznosi 273,16 K.

Donja granica apsolutnih temperatura jednaka Je nuli i
naziva se apsolutna nula. Primetimo, za sada, da ne postoji

Carnot-ova masina &iji bi hladniji rezervoar bio na apsolutnoj
nuli, Rad takve maSine predstavljao bi naruS$avanje drugog zakona
termodinamike (Q1 = 0)s O tome da 1i Jedan termodinamidki sistem
moZe biti doveden u stanje sa temperaturom apsolutne nule nekim
drugim termodinamidkim procesom, a ne Carnot-ovim ciklusom, disku-
tovaéemo kad budemo proradjivali treéi zakon termodinamike, U ok-
viru ovog paragrafa umesno je da se uradi sledeéi zadatak,

2. Zadatak: Pokazati da je apsolutna temperaturska skala
ekvivalentna temperaturskoj skali idealnog gasa,

Regenje: Zadatak se u stvari svodi na analizu Carnot-ovog
ciklusa u sluéaju idealnog gasa. Odrediéemo koeficijent korisnog
flejstva prema definiciji (2.4), gde éemo Q i @ izradunati u
skladu sa jednadinom stanja (1.9). Pretpostaviéemo da Je u pitanju
jedan mol idealnog gasa, pa éemo umesto proizvoda Nk koristiti
univerzalnu gasnu konstantu R.

Carnot-ov ciklus je shematski prikazan na Sl., 1, Pri izo-
termskoj ekspanziji od stanja A do stanja B apsorbovana koli-~
¢ina toplote Q0 jednaka je izvrienom radu Wyps pofto unutradnja
energija idealnog gasa zavisi samo od temperature, a ona se ne me-—
njae. Eksplicitan izraz za Wig nalazimo u skladu sa relacijama

(1.3) i (1.9)

Vs Vg
= fPAv - m;_/a'v/v =R, (/) =@, . (2.5
W A

Na slidan nadin, koligina toplote Q; koju sistem predaje hlad-
nijem rezervoaru jednaka je negativnoj vrednosti rada pri kompre-
siji sistema iz stanja C u stanje D

Vo
&, = —/PJV = - T, (Vo) = BT; e (Ve/Vs)
v

Prema tome, koeficijent korisnog dejstva Carnot-ove masine sa
idealnim gasom dat je izrazom
2=:6a-a1 _ T 5%(%/W$)
I 2.16
e T tu (Y /%) (228
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Ne treba zaboraviti da u ovoj formuli Tl i T2 predstavljaju
temperature merene u skladu sa jednadinom (1.9), tj. prema tempe-
raturskoj skali idealnog gasa.

Odnos zapremina koji se pojavljuje u izrazu (2.16) nala-
Zzimo razmatranjem adijabatskih procesa BC i DA u sludaju ide-
alnog gasa., Kod adijabatskih procesa Jje dQ = O pa moZemo da ko—-
ristimo jednakost (1.23) u obliku

CydT + (Cp = C) T ~F— = 0, (2.17)

gde smo upotrebili relacije (1.9) i (1.24). Po¥to unutradnja ener-
gija idealnog gasa ne zavisi od zapremine to znadi da ni CV’ u
skladu sa (1.22), takodje ne zavisi od zapremine. Zbog toga, jed-
nostavna integracija jedna&ine (2.17) daje sledeéi rezultat

Gy €nT + (Cp=Cy) £nV = const,

odnosno

w91 _ const, (2.18)

gde smo sa Y  oznadili odnos CP/CV‘ Jednadina (2.18) poznata je
kao jednadina adijabate idealnog gasa. Iz ove jednadine slede jed-
nakosti

y-1

-1 y-1
vl =y .

.
T2VB = TIVC i

T
koje daju sledeéi odnos
Vp/Vy = Vp/Vs . (2.19)

Koristeéi ovaj rezultat u izrazu (2.16) konaéno nalazimo

=1 - ! ’ (2.20)
(4 kS

odakle vidimo da je koeficijent korisnog dejstva Carnot-ove ma3i-
ne sa idealnim gasom izra¥en na isti nadin kao i pomoéu relacije
(2.11) koja defini%e apsolutne temperature Q1 i 02.
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2.4. Clausius-ova teorema

"Ali rad kao 5to Je
Claugius-ov ne meri se prebrojavanjem
naslova ili stranica, Njegov istinski
monument ne leZi na bibliotedkim poli-
cama, veé¢ u mislima ljudi i u istoriji
viZe od Jedne nauke",

Wl.Gibbs (1889)

Carnot-ova teorema predstavlja prvi korak ka uspostavlja-
nju prektiénih posledica drugog zakona termodinamike, odnosno ko-
rak ka uspostavljanju matematidke formulacije istog zakona,
Clausius-ova teorema je sledeéi korak, Ona tvrdi da ako termodi-

nami&ki sistem ufestvuje u ciklidnom termodinamilkom procesu O,
u toku koga sistem apsorbuje kolifine toplote Q; (1 = 1,2,00e4n)
od toplotnih rezervoara temperatura Ti respektivno, tada Jje za-
dovoljena sledeéa nejednakost

= —h <o (2.24)
= T :

U sludaju kontinuirane promene stanja sistema, kad sistem dolazi
u kontakt sa velikim brojem rezervoara &ije se temperature infi-
nitezimalno malo razlikuju, nejednakost (2.21) mo¥emo pisati u ob-

liku
56—%9- Lo (2.22)

gde krug na integralu ukazuje na ciklidnost procesa, a u svim
konkretnim sludajevima integracija se vrii u odgovarsajuéim pros-—
torima termodinamidkih parametera,

Za dokaz Clausius-ove teoreme "upotrebidemo" n Carnot-

ovih magina, takvih da i-ta ma3ina apsorbuje koli&inu toplote Q;
od rezervoara temperature To’ predaje kolidinu toplote Qi re-
zervoaru temperature T; (Tozzmi, za svako k = 1,2,44s4n) i vrsi
rad. Pretpostavimo da se mo¥e realizovati termodinami&ki proces
koji bi se sastojao iz procesa€7 s koJi se pominje u formulaciji
Clausius-ove teoreme, i od po Jjednog ciklusa svake od n Carnot-
ovih maSina, Pofto Carnot-ove mafine vraéaju rezervoarima “Ti"
igte koliline toplote koje su bile apsorbovane pri procesu & on-
da bi se konalan rezultat kombinovanog procesa sastojaoc u apsorbo-

vanju iz rezervoara "To" kolidine toplote :Z: Qi? = Qe koju na
(3
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osnovu prethodnog paragrafa mo¥emo da napifemo u obliku
Q4
o = ZE To M o (2.23)

i u pretvaranju odgovarajuée energije u koristan rad. Medjutim,
to je nemoguée prema Kelvin-ovoj formulaciji drugog zakona termo-
dinamike, To znadi da Q, e moZe biti pozitivna velidina, veé
mora biti Qy = O« U tom sludaju eksplicitan izraz (2.23) za Q
kompletira dokaz Clausius-ove teoreme.

Ako je @ reverzibilan proces onda Clausius—ova nejedna-
kost (2.22) prelazi u jednakost, Stvarno, reverzibilnost procesa
o povlaci za sobom postojanje procesa 0 pri kome termodinamid-
ki sistem prodje kroz sva stanja kao pri procesu € samo u obrnu~
tom redu. Ako ponovimo rasudjivanje koje Je potvrdilo Clausius-
ovu teoremu, s tim %to éemo sada morati da naglasimo da sistem pri
procesu 7 apsorbuje kolidine toplote -Qi, dosli bismo do =zak-
1judka da Jje

S7e 8y o
T () <O

odnosno
Zi' %f—j—? 0. (2.24)

Poredjeniem relacija (2.21) i (2.24) uvidjamo da u sludaju rever-
zibilnog procesa mora biti

Q
Zi == 0 (2.25)
Va¥no je napomenuti da u izrazima (2.21), (2.22) i (2.25)

1, o¢nosno T, oznadava temperaturu rezervoara iz koge sistem ap-
sorbuje koliéinu toplote Ql, odnosno dQ. Ako Je proces O re-
verzibilan onda rezervoar i sistem moraju imati istu temperaturu,
jer u suprotnom ne bismo mogli da govorimo o ravnoteZnim stanjima
kroz koja sistem prolazi. Zato u sludaju reverzibilnog procesa
velifinu T, odnosno T, moZemo da interpretiramo i kao tempera-
turu sistema,
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2.5. Entropija

"Tako ja predlaZem da S na-
Z0Veno entropija tela, prema grikoj
redi'y Tpony sa znacenjem "promena".
Ja sam namerno konstruisao rec¢ entro-
plaa da bude Sto je moguce slidnija
rec1 energija, posto su ove dve veli-
éine, koje su tako nazvane, toliko
blisko povezane po svom fizickom zna-
daju da je izvesna slidnost u njihovim
imenima bila poZeljna",

R.Clausius (1865)

1. Na osnovu Clausius-ove teoreme sledi da u sludaju ne-
kog reverzibilnog procesa r vrednost integrala

J - (2.26)
r

ne zavisi od puta integracije, veé je odredjena samo podetnim i
krajnjim stanjem sistema, VaZno je naglasiti da se ovde podrazu-
meva da se integracija realizuje u prostoru termodinami?kih para-—

predstavlgenl talkama A i B, respektivno. Da vrednost integrala
(2.26) ne zavisi od puta integracije pokazujemo na sledeéi nadin.
Zamislimo proizvoljan reverzibilan proces p koJi prevodi sistem
iz stanja B u stanje A, Procesi r i p =zajedno predstavlja-
Ju jedan ciklidan proces za kojiy prema Clausius-ovo] teoremi
(2.22), va¥i jJednakost

lr—%g— + gh—%g— =0
!_%9_=_p/_&,19._, (2.27)

Oznadimo sa P proces pri kome sistem prolazi kroz sva stanja
kao pri procesu p, samo u suprotnom smeru., Takav proces postoji,
posSto je p po pretpostavci reverzibilan proces. Tada je

!_%Q_=_/_%Q_ . (2.28)

Ako je proces p prevodio sistem iz stanja B u stanje A4,
proces p prevodi sistem iz A u B. PoZto je proces p proiz-
voljan reverzibilan proces takav je i proces p, pa je time
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tvrdjenje navedeno na podetku ovog odeljka dokezeno.

2. Dokazana osobina reverzibilnih procesa omoguéava da
se definiSe nejvaZnija termodinamicdka velidina., Ako izaberemo
neko stanje sistema R kao referentno stanje, onda je u bilo kom
drugom stanju A relacijom

s(a) = {‘_g& (2.29)

odredjena velifina S(A) koja je funkcija stanja, pod pretpostav-

kom da integracije (2.29) odgovara proizvoljnom reverzibilnom pre-
lazu iz stanja R u stanje A. Drugim reéima, veliina S(A) ne
zavisi od medjustanja kroz koja sistem prodje pre nego Stao predje
u stanje A. Veliina S(A) nazivae se entropija sistema u stanju
A,

Primeéujemo da entropija S(A) zavisi od izbora referent-
nog stanja R, Drugim redima, entropija je odredjena do na aditiv-
nu konstantu. (Ova neodredjenost je privremena, jer treéi zakon
termodinamike obezbedjuje jedinstven predlog za referentno stanje).
Razlika entropije u stanju B i stanju A potpuno je odredjene
definicijom (2.29):

5) - 5k = J 4 - ¥ 40 .

pri éemu zadnji integral predstavlje integraciju duZ putanje, u
prostoru termodinamidkih paremetara, koja odgovara proizvoljnom
reverzibilnom procesu koji prevodi sistem iz stanja A u stanje
B. U specijalnom sludaju, ked se svi parametri stanja A i B

B

S8, (2.30)
A

infinitezimalno malo razlikuju onda je pri reverzibilnoj transfor-
maciji sisteme iz stanja A u stanje B promens entropije odre-
djena izrazom

as = _gs_ . (2.31)

Fre nego $to se upustimo u dalju analizu ovog izraza upoznaéemo
jos dve osobine velidine 8.

3. Zadatak: Dokazati da je u sludeju proizvoljnog procesa
koji prevodi sistem iz stanja A u stanje B tadna sledeéa
nejednakost

B
[ 29 < 58 - s (2.32)
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r onda

Refenje: Ako je u pitanju reverzibilan proces
je, na osnovu relacije (2.30), gornje tvrdjenje tadno. Ako je pak

u pitanju ireverzibilan proces i , onda moZemo ostvariti cikli-

Zan proces dodavanjem proizvoljnog reverzibilnog procesa T koji
A, Na 81, 3, proces i je

vrata sistem iz stanja B u stanje
shematski predstavljen u prostoru parametara 81s80s83 pomoéu
niza crtica. PoSto je proces i+r ciklidan onda vaZi Cleusius-ova

nejednakost (2.22)

j—%9—+_f—-%9—40.

i
8to moZemo zepisati i na sledeéi nalin
(2.33)

[ -[4 <o,
i r
r proces suprotnog smera od procesa T. A kako je i pro-

gde Jje
r reverzibilan to je tadna relacija (2.30), pa zadnju nejed-

ces
nakost mo¥emo prepisati u obliku

[_%9_5 [_%9_ - S(B) - S(A) ,
i r

dime je nejednakost (2.32) dokazana,
a,
\
Wtrrgy, B

a,

Sl. 3. Geometrijski prikez Jednog reverzibilnog procesa
r 1 shematski prikaz jednog ireverzibilnog pro-
cesa i u prostoru termodinamidkih parametdra
81182585 o

4, Na osnovu prethodnog zadetka sledi da entropija toplot-
no izolovanog sistema ne opada. Zaista, izolovan sistem ne razme-—

njuje sa okolinom energiju u vidu toplote pa je u tom sludaju
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dQ = O =za sve promene stanja sistema, a tada iz relacije (2.32)
sledi

8(B) ~ s(4) 3> 0. (2.34)

Ako su u pitanju dva stanja sisteme A i B ¢&iji se svi para-
metri infinitezimalno melo razlikuju onda prethodnu nejednakost
moZemo pisati i u obliku:

as > 0, (2.35)

Prema tome, moZemo tvrditi da u stanju ravnoteZe entropi-
je toplotno izolovanog sistema ima maksimalnu vrednost. To sledi
iz poznate iskustvene &injenice (Cf. paragraf l.1l) da ako sistem
nije u stanju ravnoteZe, a nalazi se pod fiksiranim spoljainjim
uslovima koji ne dozvoljevaju rezmenu toplote sa okolinom, onda é&e
on posle izvesnog vremena preéi u ravnotezno stanje koje odgovara
datim uslovima., Pri tome se menaaaﬁ*funkclae stanje sistema, pa
tako i entropija. Posto je prirastaj entropije uvek nenegativen,

u skladu sa relacijom (2.35), to znadi da u konadnom - ravnoteZ-
nom stanju entropija imea meksimalnu vrednost,

5. Iz &injenice da vrednost integrala (2.26) ne zavisi
od puta integracije sledi da je dQ/T totalni diferencijal, od-
nosno da je entropija S funkcija stanja. Na osnovu prvog zakona
termodinamike (1.14) i opSteg izraza za rad (1l.2), relaciju (2.31)
moZemo da prepifemo u obliku

n
- _%.U_ . _%.. Zjl Ajda; . (2.36)
1=

Frema tome, ako je dS totalni diferencijal onda desna strana
gornje Jednekosti predstavlja njegov eksplicitan izraz. ZapaZamo
da se temperatura pojavljuje kao tzv. integrirajuéi delitelj. Ta-
kodje treba primetiti da relacija (2.36) na izvestan nadin izra-
Yava i prvi i drugi zakon termodinamike, keo i to da smo upravo
analizom klasidénih formulacijas drugog zskona do$li do zakljudka da
Je dS totalni diferencijal,

U opStem sludasju izraz kao Zto jJe

dw = X(X,¥,z)dx + Y(x,¥,2)dy + Z(x,y,z)dz , (2.37)
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ne mora da bude totalni diferencijal. Izrazi takvog oblika u mate-
matici se nazivaju Plaff-ove diferencijalne forme, Ako se izrasz
(2.37) sastoji od svega dva &lana oblika

dw = dU + Xdx , (2.28)

onda jedna teorema u matematici tvrdi da postoji integrirajuéi
delitelj v(x,y) takav da je izraz dw/v totalni diferencijal.
To znafi da u sludaju termomehanilkog sistema, ili u sludaju mag-
netika &ije promene zapremine moZemo da zanemarimo, odnosno u
op3tem sludaju kad je rad sistema izrafen samo pomoéu promene jJed-
nog parametra (tzv. monovarijantni sistemi), tj. kad vaZi relacija

dQ = aU + Ada, (2.39)

onda termodinami®ko tvrdjenje da je dQ/T totalni diferencijal
nije postulat u pravom smislu te redi. Kao postulat moZe Jjedino
da se prihvati to da je integrirajuéi delitelj upravo temperatura.

Medjutim, u sludaju tzv. polivarijantnih sistema, kad je
rad sistema odredjen promgnom nekoliko parametara a; (i = 1,2,..k),
tvrdjenje da izraz dU +£§i Aidai ima integrirajuéi mnoZitelj i
da je to temperatura, predstavlja u celini jedan postulat. Mi nis -
mo uzeli ovaj postulat za osnovu nadih termodinamickih razmatranjae.
Umesto toga prihvatili smo klasiéne formulacije drugog zakona ter-
modinamike, pa se sadrZaj postulata pojavio kao posledica prihva-
éenog. Carathéodory-eva formulacija drugog zakona termodinamike je
u stvari, ekvivalentna ovom postulatu. To proizilazi iz matematié-
ke teoreme koja tvrdi da FPlaff-ova diferencijalna forma (2.37),
ili forma sloZenijeg oblika, ima integrirajuéi delitelj tada i sa-
mo tada ako u okolini bilo koje tadke P, u prostoru x,y,z 1ili
u sloZenijem prostoru, postoji makar jedna tadka P’ kojoj se ne
mo¥e priéi du¥ bilo koje krive koja lefi na povrsini koga Je od-
redjena uslovom dw = O. Prema tome, forma dQ = dU + :Ei Aidai
ima integrirajuéi delitelj tada i samo tada ako u bli%{ni svakog
termodinamidki ravnote¥nog stanja A (to je talke u prostoru ter-
modinamidkih parametara) postoji neko drugo stanje B u koje sis-
tem ne moZe preéi iz stanja A bilo kojim procesom koji je odre-
djen uslovom dQ = O, Posto zadnji uslov upravo definiZe adije-
batske procese onda prethodna refenica predstavlja Carathéodory-
ovu formulaciju drugog zakona termodinamike u obliku u kome smo
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istu ecitirali u parasgrafu 2,1,

Mi se neéemo upufStati u dalju asnalizu Carathéodory-ove
formulacije termodinamifkih zakona. Zainteresovanom &itaocu pre-—
porudujemo Suveni Born-ovom rad /8/ i drugu literaturu /9/. U
okviru ovog paragrafa naveiéemo jo3 dve jednostavne posledice &i~
njenice da je izraz (2.36) totalni diferencijal. No, prvo é&emo
istaéi jednu vaZnu osobinu entropije.

6. Entropija je ektenzivnae termodinamiclka velilina. To
znali da je entropija proporcionalna kolicini supstance od koje
je sistem izgradjen, odnosno da je entropija sistema jednaka zbi~
ru entropija podsistema koji se nalaze u medjusobnoj ravnoteZi.
Ova osobina entropije je prihvaetljive na osnovu definicije (2.29).
Posto je apsorbovana kolidina toplote dqQ jednake proizvodu pri-
raftaja temperature dT i toplotnog kapaciteta C, sa atributom
vezanim za karakteristike procesa koji prevodi sistem iz stanja
R i u stanje A (vidi definiciju (1.15)), i poSto je eksperi-~
mentalna ¢injenica da su toplotni kapaciteti ekstenzivne veliéine
to je i entropija takva jedna velidina. Neki autori ektenzivnost
entropije ubrajaju u osnovni sistem termodinamikih postulata /10/.

7. Zadatak: Odrediti uslove ravnoteZe dva termomehanidka
sistema.

ReSenje: Na osnovu nultog zakona termodinamike sistemi
moraju de imaju jednake temperature T1=T2. Zatim, dva termomeha-
nidka sistema u ravnotefi mo¥emo de razmatramo u celini kao izo-
lovan sistem u ravnoteZi, Jedan od potrebnih uslova ravnoteZe &i-
tavog sistema Jeste maksimaslnost njegove entropije u odnosu na
varijaecije zepremina Vl i V2, pri ostelim nepromenjenim uslovi--
ma, To znadi da se pored ostalog pretpostavlja da je ukupna zapre-
mina sistema V1+V2 konstantna. Prema tome, moZemo da zahtevamo
da je izvod ukupne entropije S = Si+82 Po zapremini Vl, ili V2,
jednak nuli

28 05, 352 oVp 95 98, o
—v-— --ﬁlq— av ?VI = -5r1— - 7v2—- = ')
odakle sledi

'3 Sl Bsg
7-v;— = Wg— - (2.40)
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OpSti izraz (2.36) moZemo u sludaju termomehanilkog sis-
tema da napifemo u obliku
dS = —— dU + —f— 4V (2.41)
T U ’ .

odakle zapaZamo sledelu vezu

8., (2.42)

koja, narevno, va¥i i u opStem sludaju (2.36) ukoliko je bar je-
dan od ssbiraka u zbiru EZ.Aidai jednek PdV. Poredjenjem relacija
(2.40) i (2.42) nalazimo da mora biti P,/Ty= P,/T,. Pokto je

’1‘1=T2 zakl juéujemo, u skladu sa intuitivnim predstavama, da ter-
momehenidki sistemi u ravnoteZi imaju i jednake pritiske1 Py=P,e

8. Koristeéi relaciju (2.31) moZemo da odredimo jednu ko=
risnu vezu izmedju unutrasnje energije termomehanidkog sistema i
ostalih parametara stanja sistema. Napifiimo relaciju (2.31) u
obliku

TdS = dQ (2.43)

i gamenimo dQ izrazom (1.19). Tako dobijamo

as = + (%-‘T’-)v ar + -%— [(%%—)T + P] av . (2.44)

PoSto je dS totalni diferencijel onda mora biti

(3 Lo, - (e [+ 41,

odakle sledi

3y, = 3y - P . (2.45)

Ova relacija povezuje tzv. kaloridku jedneéinu stanja

U = U(V,T)

Isveki termodinamiZki sistem sastoji se, ili moZemo da zamislimo
da se sastoji, iz nekoliko podsistema. Na osnovu dokazanog sledi
da ako je sistem u stanju ravnoteZe da su onda pritisci i tempe-
rature podsistema iste., Prema tome, pritisek i temperatura su
intenzivne velidine,
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sa tzv. termilkom jednadinom stanja

P = P(V.T) .

Relacije (2.44), (2.45) i (1.22) zajedno daju sledeéu di-
ferencijalnu formu

2
TdS = C,AT + T (7%-)‘, av . (2.46)

{itaocu prepufitemo za vedbu da semostalno proveri da se korifée-
njem izraza (1.18) u relaciji (2.43) moZe dobiti analogna forme

TdS = Cpdl - T(-%%-—)P ar . (2.47)

Ove diferencijalne forme upotrebiéemo u sledeéem paragrafu.

2.6, Funkcije odziva termodinamidkih sistema

1. Toplotni kapacitet termodinamickog sistema, odnosno
specifidna toplote, ako je u pitanju jedinica mase date supstance,
definisana je relacijom (1.15). OZigledno je da velidina C na
neki nadin meri odziv (responzum) sistema kad isti od okoline pri-
mi, ili okolini prede, koliéinu toplote dQ. Tada eksperimentalno
konstatujemo da se temperatura sistema promeni za dT. Pri tome
primeéujemo da velidéina C, odnosno dT, zavisi od uslova pod ko-
Jima je sistem razmenjiveo energiju sa okolinom. Zbog toge se,
kao §to smo veé naveli u odeljku l.4.5, za toplotni kapacitet ve-
zuju atributi koji karakteriiu okolnosti pod kojima je sistem pri-
mio, ili predeo, kolidinu toplote dQ. Sliéno se postupe i sa os-
talim velidinama koje mere odziv sistem prilikom promene pojedinih
parametara stanja. Sve takve veliine zvaé¢emo funkcije odziva sis-

tema. One zavise od parametara stanje sistema. Na primer, toplotni
kapacitet, u opitem slucaju, zavisi od temperature sistema. Drugim
redima, pored toga $to nije svejedno koji je parametar sistema
fiksiran prilikom razmene kolidine toplote d4Q, odnos dQ i pro-
mene temperature sistema dT bitno zavisi od temperature sistema
pre razmene,

2. Za termomehanilki sistem pored toplotnih kapaciteta CP
i CV definisademo jof nekoliko funkcije odziva, Pre svega to je
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izotermska kompresibilnost

K T ( )T . (2.48)

Ova velidina karakteriZe odziv sistema na promenu pritiska, pri
fiksiranoj temperaturi. S1i%no adijabatska kompresibilnost

1,9V
Kqg = ~ —v-(—gjg—)s (2.49)
meri odziv sistema, tj. relativnu promenu zapremine sistema, kad
se pritisak menja a sistem je toplotno izolovan (iz relacije (2.31)
sledi da je S = const. kad je dQ = 0). U daljem izlaganju ko-
ristiéemo samo jo3 jednu funkeiju odziva. To je koeficijent top-

lotnog Sirenja

oLy = ( 21 p (2.50)

Ova velidina meri relstivnu promenu %apremine sistema kad se tem-
peratura menja a pritisak je fiksiren.

3. U sludaju magnetnih sistema definiSemo funkcije odziva
koje su analogne toplotnim kapacitetima (1.21) i (1.22) keo i ve-
lidinama KT, KS i «SP. Tako uvodimo toplotni kapacitet pri kon-
stantnoj jadini magnetnog polja

oy =(-§)g = (3 ) (2.51)
toplotni kapacitet pri konstantnoj magnetizaciji
- §oy = 15y > (2.52)

izotermsku susceptibilnost
IM
X, -2, , (2.53)
adijebatsku susceptibilnost

Xg=3

kao i velidinu &ija je definicije analogna relaciji (2.49)

)S ? (2-54‘)

L= (—g » (2.55)



-39 -

ali koja nema neki ustaljen naziv.

Magnetne susceptibilnosti u op&tem sludaju zavise od prav-
ca polja. U najopsStijem sludaju mogli bismo da govorimo o promeni
magnetizacije sistema u praveu x opri promeni y - komponente
polja, a pri fiksiranoj temperaturi ne primer., Tada bi odziv sis-
tem okarakterisali sledeéom velidinom

X7 -2

T ‘Q'H—S'

Odigledno je magnetna susceptibilnost u takvim sludajevima tenzor-
ska veli¢ina. Medjutim, u okviru ovog udZbenika razmatraéemo isk-

1judivo izotropne magnetike tako da ée za opisivanje odziva siste-
ma pri promeni jadine polja biti dovoljne dve veliline definisane

relacijama (2.53) i (2.54). Ove dve velidine mogu da se koriste i

u opstijem sludaju ukoliko se pretpostavi da su M i H projek-

cije vektora M i f na Jednu istu osu.

4, Pri ispitivanju dielektridénih sistema mogu se definisa-
ti funkcije odziva koje su analogne velidinama (2.51) - (2.55). U
tom sludaju umesto velidina H i M koristimo velidine E i P,
respektivno, Ovde smo sa E oznadili jadinu elektriénog polja,
kao u odeljku l.6.4; sa P gmo oznadili intenzitet polarizacije,
odnosno intengzitet ukupnog dipolnog momenta, pofto ove dve velidi-
ne moZemo alternativno da upotrebljavamo, jer su u homogenom elek-
tri¢nom polju respektivni izrazi za rad dW medjusobno proporcio-
nalni (cf. diskusiju kod relacija (1.30) i (1.31)).

5. U najelementarnija zapaZanja spada &injenica da tela ne
postaju hladnija "kad se greju" i, obratno, tela ne postaju toplija
"kad se hlade", Drugim relima, elementarno je iskustvo da dQ > O
implicira dT >0 1i obratno. To znadi da su toplotni kapaciteti
nenegativne veliéine,

S5lic¢no prethodnom, poznato nam je da kad neko telo pritis-
kamo njegova zapremina se ne smanjuje, tj. iz svakodnevnog iskust -
va znamo da ako je dP > O da ne mo%e biti 4V > O, Prema tome,
kompresibilnost, definisana relacijom (2.48) ili relacijom (2.49),
takodje je nenegativna velidina.

Medjutim, ako su termodinamidki zakoni maksimalne genera-
lizacije nasSih neposrednih zapa¥anja onda pozitivnost toplotnih
kapaciteta i kompresibilnosti mora da se pojavi kao posledice ovih
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zakona i mi ne moramo ponovo de se pozivamo na iskustvo., U to éemo
se uveriti u sledelem poglavlju. Za sada primetimo da u sludaju
magnetnih sistema susceptibilnost (2.53), ili (2.54), ne mora biti
pozitivna, mada je analogna kompresibilnosti (2.48), odnosno kom-
presibilnosti (2.49). Poznato je, na primer, da magnetizacija di~-
Jamegnetika opada kad jalina polja raste, a takvi materijeli nisu
retki (skoro svi organski molekuli su dijamagnetni). S druge stra-
ne, susceptibilnosti paramagnetika su pozitivne velidine. Prema
tome, magnetne funkcije odziva nisu u svemu analogne termomehanid-
kim,

Prirodno je pretpostaviti da su funkeije odzive jednog is-
tog termodinamidkog sistema medjusobno povezane velidine, jer zna-
mo da odziv sistema na promenu jednog parametra ne moZe biti apso-
lutno nezavisen od odziva istog sistema na promenu nekog drugog
parametra, Stvarno, funkcije odziva su povezane sasvim odredjenim
relacijama., Za dokazivanje tih relacija potrebne su nam neke ele-
mentarne &injenice iz analize realnih funkcija visSe promenljivih,

6. Neka su tri promenljive velidine x,y i 2z povezane re-
lacijom

£(x,y,2) = 0 , (2.56)

gde je f neka regularna funkcijs. Tada su parcijalni izvodi po-
vezani sledeéim relacijama

(3%, = {FP } (2.57)

(529, (FD), (3%, -1, (2.58)

pri demu su izostavljene jo¥ dve relacije koje se formalno dobija-
ju iz (2.57) cikliénom zamenom promenljivih (x-»y, ¥y »2, 2->X).
Ako je pored toga neki par promenljivih, na primer y i z, pove-~

zan jo$ jednom funkcionalnom zavisnoféu u = u(x,z) onda va¥i i
relacija

s
(B35, = (B2, + (B3, (1, - (2.59)

Sve ove relacije (2.57-9) slede iz osnowyne veze (2.56).
Na primer, ako diferenciramo levu i desnu stranu jednakosti (2.56)
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po x, pretpostavlijajuéi da je 2z fiksirano i posmatrajuéi tada
¥y kao funkeciju od x, dobiéemo

2f 2f ( )

7x *t 3y (2.60)

Diferenciranjem (2,56) po y, uzimajuéi da je x funkcija od Yy,
nalazimo

of 2f
2y t ox (2 Y2

(2.61)

Iz zadnjih dveju relacija sledi relacija (2.57) (pod pretpostavkom
da su parcijalni izvodi 35 i razliditi od nule, Na sli-
gan na&in, relacija (2.58) sledi iz relacije (2.61) i jo3 dveju
sliénih relacija koje se iz nje dobijaju ciklidnom zamenom promen-
1jivihe A relacija (2.59) predstavlja, u su¥tini, izvod sloZene
funkcije dveju promenljivih - x Jje funkcija od y i z , zbog
veze (2,56), dok je y funkcija od 2z zbog zahteva u(y,z)=const.

7. U ovom odeljku izve&éemo relacije koje povezuju funkci-
je odziva termomehanickog sistema., Da bismo to postigli izjedna-
imo desne strane jednakosti (2.46) i (2.47)

CydT + T(%-ITD—)V v = CpaT - T(-;%—)P ar . (2.62)

Ako za nezavisno promenljive izaberemo P i V onda dT moZemo
da piSemo u obliku

ar = (%%—)P av + (%)V ar,

pa umesto jednakosti (2.62) dobijamo sledeéu jednakost

[(CP“CV)(%%")P - T(%%')V]dv+kc“‘cv)( Py - T( )‘] =0

(2.63)
Poito su P i V nezavisno promenljive velidine onda zadnja di-
ferencijalna forma ima smisla jedino ako su odgovarajuéi koefici-
Jenti uz dvV i 4P Jjednaki nuli, Tako nalazimo

Cp = Cy = ( )V ( )P = T( )V Vozp (2.64)
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gde smo iskoristili relaciju (2.57) i definiciju (2.50). Ako po-
red toga iskoristimo tzv. landanu relaciju (2.58) za promenljive
{P,V,T} dobiéemo

-1 3 -1 OC
Gy = - { S )} ={-@;§4T} (2 T (2.65)
Kombinujuéi relacije (2.64) i (2.65) konaéno nalazimo

2
KT(CP - V) = TVolp™ « (2.66)

Na slidan nadin moZemo izraziti toplotni kapacitet CP
preko Kp, Kg i olp. Pretpostavlijajuéi da entropija zavisi od
P i T, i koristeéi &injenicu da su P, T i V povezani jedna-
ginom stanja £(P,V,T) = O, na osnovu opdte relacije (2.59) moZe-
mo pisati

(S = (B, + (o, (3 (2.67)

odnosno

Ky - Kg = ( )P ( ) 1D( )s . (2.68)

Iz jednakosti (2.47), u sludaju adijabatskih promena S = const.,
nalazimo

25, = ( )p %&xP (2.69)
tako da za prethodnu relaciju (2.68) dobijamo konalan oblik

Cpkp - Kg) = TVely2 (2.70)
Pored toga, izjednadavanjem levih strana relacija (2.66) i (2,70)
nalazimo jo§ jednu korisnu relaciju

Cp Kqp

= 'Y 2.1
K] (2.7

8. Relacije (2.66), (2.70) i (2.71) demonstriraju poveza-—
nost termodinamiékih funkcija odziva. One se koriste pri reSava-
nju termodinamickih problema i pri analijizi eksperimentalnih poda-
taka. ZapaZemo da su sve tri relacije dobijene iz prveg i drugog
zakona termodinamike izraZenih u obliku
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dU = TdS - Xdx (2.72)

i 8injenice da postoji jednadina stanja f£(X,x,T) = O, gde X i
x =zamenjuju P i V, Prema tome, jasno je da se sasvim slicne
relacije mogu dobiti u svim sludajevima kad se osnovni zakoni ter-
modinamike mogu predstaviti u obliku (2.72), na primer u sludaju
monovarijantnih sistema (Cf. odeljak 2.5.5), i kad su definisane
funkcije odziva koje su analogne velidinama Cps Cy» Kpy Kg i oCP.

U sludaju magnetnih sistema na osnovu relacija (1.31),
(1.33) i (2.31) nalazimo dve relacije koje su sasvim sliéne rela-
ciji (2.72)

dU, = TdS + HAM (2.7%)

e

du, = TdS - MAH . (2.74)

Ovde smo pretpostavili da Je u pitanju izotropan sistem, tako da
su vektori H i W kolinearni, Medjutim, iste relacije mogu se
koristiti i u sludaju anizotropnih sistema - tada M interpretira-
mo kao projekciju vektora b na pravac vektora -ﬁ. Pored toga,
radi jednostavnosti, koristimo CGS sistem jedinica (4 = 1).

Poredjenjem relacija (2.73) i (2.74) sa relacijom (2.72),
odnosno sa relacijom (2.41), zskljudujemo da sve izraze koje smo
dobili u sludaju termomehanilkog sistema moZemo generalisati na
sludaj magnetnog sistema jednostavnom zamenom P->H i V- M, ili
pak zamenom F->M i V-»H, Pri tome, prva zamena Jje intuitivno
prihvatljivija u sluéaju paramagnetika (a to su magnetni sistemi
koje najée8ée razmatramo), Jjer ukupni magnetni moment sistema M
raste, odnosno -M opada, kad jalina magnetnog polja H raste,
sliéno tome kao Sto zapremina V opada kad pritisak raste. Ipak,
ako se imaju u vidu definicije velilina Cp, Cy, Kny Kg i olp 1
njihovih analogona Cy, Oy, Kpy Kg i &y (odnosno Cy, Cy, K
K, i °CM) ove gore pomenute zamene u relacijama (2.66), (2.70) i
(2.,71) daju iste rezultate:

Xo(ey-gp) = T2, (2.75)

i

2
CH(:(T'J/S) T °<H ] (2 -76)

g Xr

T TR, (2.77)
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Citaocu prepustamo da samostalno proveri ovo formalno zamenjivanje
promenljivih veli€ina, a onome ko prvi put upoznaje prethodne re-
lacije preporudujemo da ih izvede polazeéi od relacije (2.73),

i1i (2.74), sledeéi postupek koji nas je doveo do relacija (2.66),
(2.70) i (2.71). Naravno, sasvim sli&ne relacije mogu se dobiti i
u sludaju dielektrika Kod koJih se osnovni zakoni termodinamike
mogu prikazati u obliku

au = TdS + E4P , (2.78)

gde je E jadina elektrilnog polja a P Je projekcija uvkupnog di-
polnog momenta na pravac polja (u sludaju izotropnog sistema
E i P su intenziteti odgovarajudih vektora).

9. Zadatak: Izotermska susceptibilnost paramagnetika pona-
Za se po Curie-ovom zakonu

Xyt (2.79)

gde je C pozitivna konstanta. I unutradnja energija paramagneti-
ka zavisi samo od temperature

Uy = /3 T4 ’ (2.80)

gde je ,» takodje pozitivna konstanta.

Pokazati da temperatura paramagnetika opada pri adijabat-
skom razmagnetisavanju, tj. pri procesu pri kome se jalina polja
smanji od konalne vrednosti H na nultu vrednost, dok je sistem
adijabatski izolovan. Odrediti promenu temperature.

Refenje: Na osnovu prethodnog odeljka moZemo zamenom P-»H
i V- M u relaciji (2.47) da dobijemo odgovarajuéu relaciju za
magnetne sisteme

TdS = CT + T (Go-)y aH (2.81)

Prema tome, u sludaju reverzibilnih adijabatskih promena (ds = 0)
nalazimo sledeéi izraz za promenu temperature

AT = - -U— ( )H (2.82)

Poznato je da magnetizacija magnetika opada kada tempera-
tura raste a polje se ne menja, Sto znali da je (TTT-)H'<:O' Pored
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toga, toplotni kapaciteti su pozitivne veliline (Cf. sledeée pog-
lavlje)., Na osnovu ovih dveju &injenica i relacije (2.82) nepos~
redno sledi da ako je dH =<0 onda temperatura opada i obratno.
To je tzv. magnetokaloriéki efekt. U sludaju koji se navodi u za-
datku pokazaéemo da je promena temperature sasvim odredjena rela-
cijama (2,79) i (2.80).

Iz relacija (2.73), (2.79) i (2.80) nalazimo

¢s,+(dua_adm).upwzdm-c—g-d(—g—) ’

a odavde sledi

S = —‘3"—/5 . —%— C (—1%--)2 + const. (2.83)

Dakle, u sludaju adijabatske promene magnetnog polja
(Cf. Sl. 4.) dobijamo sledeéu vezu izmedju podetne Ty i krajnje
temperature T2

ST = AT - c<_g.1..)2 .
odnosno
7,3 = 1,7 - -g% (-,I]_.{-i—)2 . (2.84)

Pofto su C i 4 pozitivne konstante zakljudujemo da Je Ty < Tl'

si

S———

—-T

T2 T

Sl. 4, Shematski prikaz procesa adijabatskog
razmagnetisavanja paramagnetnih soli.

Proces adijabatskog razmagnetisavanja koristi se za
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postizanje veoma niskih temperatura. Za to su najpogodnije tzv.
paramagnetne soli (na primer Gd2(804)3-8H20), pomoéu kojih se
postiZu temperature reda 1077k /11/. Prema relaciji (2.84) moglo
bi se zakljuditi da bi se pri pogodno izabranoj vrednosti H
moglo postiéi T, = 0, Pa gak T, < O. Medjutim, to bi bio veoma
pogreSan zakljudak, mada formalno ispravan. Stvar je u tome Eto
pri jako niskim temperaturama relacija (2.84) nije korektna, Jjer
se paramagnetici ponaSaju po zakonotistima (2.79) i (2.80) samo
do odredjenih temperatura ispod kojih i ifT i Ua su funkeije
jo¥ i jadine magnetnog polja i to takve da se adijabatskim razmag-
netisavanjem ne mo¥e postiéi temperatura apsolutne nule T2 = 0,
a videdemo (Cf, poglavlje o treéem zakonu termodinamike) da se
to ne moZe postiéi bilo kojim drugim procesom.

TERMODINAMICKI POTENCIJALI

3.1, Iegendre-ove transformacije

1. Pomoéu Iegendre-ovih transformacija refava se problem
promene uloga nezavisno promenljivih velicina i odgovarajuéih iz-
voda, Neka je y funkcija nekoliko nezavisno promenljivih velidina

y = y(xl’x2,...,xi’oo.’xn.) [ (3'1)
&¢iji totalni diferencijal moZemo pisati u obliku

dy F=) de.xl + dex2 4+ see + Xidxi + eees + Xndxn, (3.2)

gde je Xi parcijalni izvod po odgovarajutoj nezavisno promenlji-—

voj velidini Xy

_ 2
X; = —a—% . (3.3)

Ako Zelimo da izvod X;y na primer, razmatramo kao nezavisno pro-

menljivu, bez Zrtvovanja informacije o funkcjionalnoj zavisnosti
(3.1), onda uvodimo novu zavisnu velidinu v pomoéu relacije

V=Y - Xixi . (3.4)
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Velilina v predstavlja Legendre—ovu transformaciju velidine y.
Totalni diferencijal velidine v odredjen je relacijama (3.2) i

(3.4)

dv = dexl + X2dx2 4+ oee —xidXi + eee + Xnd.xn M (305)

Na potpuno slian nadin postupamo u sludaju kad 3elimo da uvedemo
dva ili viSe izvoda funkcije ¥y kao nezavisno promenljive. Tako,
na primer, velidina

W=y - Xlxl - X3X5 (3-6)

predstavlja Legendre-ovu transformaciju velidine y, pri demu se
w pojavljuje kao funkcija novog skupa nezavisno promenljivih ve-
lidina Xl’x2’x3’x4’x5’""xi’°"’xh « Njen totalni diferencijal
ima sledeéi oblik

dw = —xlXm + X2dx2 - x3dX3 + ese + Xidxi + ecoe + Xndxn,
(3.7)

Primetimo, na kraju, da se relacije (3.4) i (3.5) ponekad tumade
tako da se kaZe da Je ¥ Legendre-ova transformacija velidine v,
odnosno tako da se ka¥e da je y Legendre-ova transformacija ve-—
lidine w.

2. Legendre-ove transformacije pripadaju Sirokoj klasi
tzv. kontaktnih (tangencijalnih) transformacija /5,10,12/. Ovde
neéemo navoditl neku detaljniju analizu takvih transformacija.
Napomenuéemo samo da se Iegendre—ove transformacije desto koriste
u fizici, Na primer, u klasidnoj mehanici prelaz sa Lagrange-ovog
na Hamilton-ov formalizam opisivanja sistema realizuje se pomoéu
odgovarajuée Legendre-ove transformacije.

Ako je I{qysQpsecsslys 61,62,...,én,t) Lagrange—ova funk—
cija sistema koji ima n generalisanih koordinata q; 1 n od-
govarajuéih generalisanih brzina qi onda se Hamilton-ova funkeija
definige relacijom

n

gf= Z'i piéi -5, (3.8)

gde su p; (i =1,2y00.4n) tzv. generalisani impulsi koji su defi-
nisani relacijama
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pi = 313 [ i = 1’2’l..’n- (3'9)

93
Poredjenjem relacije (3.8) sa primerima (3.4) i (3.6) zapaZamo da
je Hamilton-ova funkcija zcllsuétini Legendre~-ova transformacija
Lagrange-ove funkcije I (pedantnije je reéi da je ~f ILegendre-
~ova transformacija funkcije I, ali razlika u znaku ne menja

smisao transformacije).
3. Pitanje: Poznata je funkcionalna zavisnost

gde je x nezavisno promenljiva velilina, Pretpostavite da je iz
izvesnih razloga pogodnije da se kao nezavisno promenljiva posmat-
ra velidina X,

X =g . (3.11)

Ako se x eliminiZel iz jednaZina (3.10) i (3.11) dobide
8se veza

y=Y® . (3.12)

Zvog &ega je ova veza, odnosno ovakav nadin uvodjenja nove promen-
ljive X, loZiji od odgovarajuée Legendre-ove transformacije

v=y~-Xx ? (3.13)

Odgovor: U ravni sa koordinatnim osama x i y relaci-
ja (3.10) odredjuje krivu &ija tangenta u tadki (x,y) ima nagib X.
Ovu krivu ne bismo mogli da rekonstruifemo ukoliko bismo poznava-
1i samo vezu (3.12), jer ona odredjuje &itav skup krivih u istoj
ravni. Relacija (3.12) qﬁtvari predstavlja diferencijalnu jednadi-
nu prvog reda, &ija se refenja medjusobno razlikuju do na integra-
cionu konstantu, a u ravni (x,y) predstavljena su pomenutim skupom
krivih, U okviru istog skupa sve su krive ravnopravne ukoliko je
sve 3to o njima znamo dato relacijom (3.12).

S druge strane, krivu koja je u rawni (x,y) odredjena re-—
lacijom (3.10) moZemo rekonstruisati ako nam je poznata veza (3.13),

lova eliminacija je moguéa ako je d2y/dx® £ O. U termodinamidkim
problemima ovo je uvek ispunjeno izuzev u kritiénim tadkama, ko-
Je ¢éemo posebno razmetrgti.
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Ova veza definiSe skup pravih u ravwni (x,y) tako da onaj &lan tog
stupa koji na y-osi ima odsedak v u ravni ima nagib X. Jasno
je da je taj skup pravih jdentidan sa skupom tangenti na kriwvu

koja je odredjena relacijom (3.10). A ako je poznat skup tangenta
neke krive onda je poznata i sama kriva (ona predstavlja obvojnicu
datog skupa pravih, Cf. Sl. 5.). Ovo tvrdjenje je veoma prihvat-
ljivo. Zaninmljivo Jje da ono u matematici predstavlja deo opsStijih
stavova koji tvrde da osnovni elementi u geometriji ne moraju biti

yh y
|

|
!
!
!
I
I
I
]
!
I
X

b X

x

(&)

81. 5. Jedna ista kriva mo¥e biti predstavljena: (a) sku-
pon tadaka (x,y) koje zadovoljavaju relaciju
y=f(x), ili (b§ skupom pravih koje imaju nagibe
X = df/dx a y-osu seku u tadkama (o, f(x) - Xx ).

tadke, veé to mogu biti prave odnosno ravni. Takve stavove uveo Je
u analitidku geometriju nemadki matematidar i fizidar - eksperi-
nentator J.Fliicker. Za nas je ovde vaZno da znamo da se prema
Lesendre-ovo]j transformaciji (3%.13) moZe u potpunosti rekornstrui-
sati kriva y = f(x), dok relacija (3.12) tako ne3to ne omoguéava.
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3.2 Definicije i osobine termodinamidkih potencijala

"Ovo Jje, po op3tem uverenju,
pogodnost bez koje bi termodinamika
bila praktiéno neupotrebljiva, ali u
principu to je ipak luksuz pre nego
logidka neophodnost”.

H.Callen (1960)

1. Razmotriéemo prvo termomehanidke sisteme, a zatim &emo
dobijene rezultate potvrditi i u sludaju magnetnih sistema, Prvi
i drugi zakon termodinamike zajedno daju sledeéi izraz za diferen-
cijal unutras$nje energije termomehanidkog sistema

dU = TdS ~ PAV . (3.14)

Prema ovom izrazu bilo bi sasvim prirodno ako bismo unutraZnju
energiju posmatrali kao funkciju entropije S i zapremine V, I
ne samo unutragnju energiju! Posto su u izrazu (3.14) sadrZana

dva osnovna zakona termodinamike mo¥e izgledati neizbeZno da se S
i V prihvate kao nezavisno promenljive za sve ostale termodina-
micke velidine. Drugim redima, poSto je unutrainja energija funk-
cija stanja sistema to bi znadilo da je prirodno da je stanje ter-
momehan, sist, odredjeno pomoédu S i V, Medjutim, entropija nije
veli¢ina koja se direktno meri - ne postoji uredjaj koji meri ent-
ropiju! Stanje termomehanidkog sistema u laboratorijskim uslovima
obiéno se odredjuje merenjem pritiska P i temperature T, ili
merenjem zapremine V i temperature T. Zbog toga se postavlja
zahtev da se nadju tekve funkcije stanja koje zavise od P i T,
odnosno od V i T, i &iji totalni diferencijali sadrZe istu ko~
licinu informacija o sistemu kao i relacija (3.12).

Postavljeni zadatak reSen je uvodjenjem Legendre-ovih
transformacija unutradnje energije U(S,V). Tako, Gibbs-ov termo-

dinamidki potencigjal

G(P,T) = U - TS + PV (3.15)

predstavlja takvu Legendre-ovu transformaciju unutradnje energije
kojom se kao nezavisno promenljive uvode pritisak i temperaturae.
Na slic¢an nadin Helmholtz-ov termodinamidki potencigjal, ili
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Jjednostavno slobodna energija

F(V,T) = U ~ ST (3.16)

predstavlja funkciju stanja koja zavisi od zgpremine i temperatu-
re, Pored G i F definiSe se jos§ Jedna Legendre—ova transforma -
cija unutradnje energije, kojom se umesto V Lkao nezavisno pro-

menljiva uvodi P, To je tzv. entalpija

E(S4F) = U + PV . (3.17)

Ova funkcija se koristi pri reSavanju izvesnih termodinamickih
problema, ali se u statistilkoj mehanici skoro i ne pominje. Tri
funkeije G(P,T), F(V,T) i E(S,P) pripadaju grupi veli&ina koje
nazivaju termodinamicki potencijali.

Termodinamidki potencijali ne predstavljaju samo nove ma-
tematilke objekte sa pogodno izabranim nezavisno promenljivim ve-
lidinama, veé na najpogodniji nacdin odraZavaju fizidki razlilite
situacije u kojima sistem moZe da se nadje. To najbolje izraZavagy
sledee dve teoreme:

Teorema l: Ako sistem ne vrsi rad2 i nalazi se na kons-
tantnoj temperaturi onda stanje termodinami&ke ravnotefe sistema
odgovara minimumu slobodne energije.

Teorema 2: Ako se sistem nalazi na konstantnoj temperatu
ri i pod stalnim pritiskom onda stanje ravnoteZe sistema odgovars
minimumu Gibbs-ovqgtermodinami&kog potencijala.

Dokaz: Pre svega, treba primetiti da se i u prvom i u dru-—
gom iskazu podrazumeva da se sistem nalazi u kontaktu sa toplotnim
rezervoarom konstantne temperature. Prema tome, ako za proizvoljne.

1Ponekad se u termodinamilke potencijale ukljuduje i unutrasnja

energija U(S,V) /5,13/.

2Po§to Jje u ovom odeljku reC o termomehanidkim sistemima mogli

hismo da kaZemo da sistem ima konstantnu zapreminu umesto Sto
smo rekli da sistem ne vrsi rad. Ali ako imamo u vidu da se
navedene teoreme mogu generalisati i na druge sisteme onda je
navedena formulacija pogodnijae
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dva stanja A i B u kojima sistem moZe da se nadje pod navede-
nim uslovima primenimo nejednakost (2.3%2), temperaturu T moZemo
kaeo konstantu da izvulemo ispred integrala pa dobijamo

AQ < TAS (3.18)

gde je AQ kolidina toplote apsorbovana pri prelazu iz stanja A
u stanje B, a AS Je odgovarajuéa razlika entropija. Zadnju ne-
jednakost mo¥%emo na osnovu prvog zskona termodinamike (1.13) da
Pifemo u obliku

AW + AU ~ T8) = O,
odnosno u obliku
AW + AP <o, (3.19)

gde smo iskoristili definiciju slobodne energije (3%.16).

Ako sistem ne vr8i rad onda je AW = O pa na osnovu ne-
jednakosti (3.19) dobijamo da je za proizvoljna dva stanja kad
sistem ne vr3$i rad i nalazi se na konstantnoj temperaturi AF =0,
To znadi da slobodna energija tada ne moZfe da raste. Drugim redi-
ma, u stenju termodinamidke ravnoteZe slobodna energija ime mini-
malnu vrednost. Tako je dokazana prva navedena teorema.

Ako sistem vrsi rad pri konstantnom pritisku onda na levoj
streni nejednakosti (3%.19) mogemo pisati AW = PAV, 3to daje

TAV + AF =0,
odnosno

A(PV + P)=< 0,

a ova nejednakost, zajedno sa definicijama (3.15) i (3.16), imp-
licira da je AG= (0, To znali da Gibbs-ov termodinamidki poten-
cijal pod navedenim uslovima ne mofe da raste, te stanju termodi-
namidke ravnoteZe odgovara minimum Gibbs—-ovog termodinamidkog po-
tencijala., Time je i druga navedena teorema dokazana. Na potpuno
slican nadin mo¥e se pokazati da pri konstantnoj entropiji i pri
konstantnom pritisku ravnoteZnom stanju sistema odpgovara minimum
entalpije E(3,P), a da pri konstantnoj entropiji i pri fiksiranoj
zapremini (V = conét) ravnoteZnom stanju sistema odgovara minimum
unutrainje energije U(S,V).
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2. Relacija (3.14) zajedno sa definicijama termodinamid-
kih potencijala (3.,15-17) daje sledeée izraze za totalne diferen-
cijale termomehanilkih sistema:

au

TdS - P4V ,
dG = -SdT 4+ VdP, (3.20)
dF = -SdT - Pav,
dE = TdS + VAP .

Odavde nalazimo veze izmedju prvih izvoda termodinamidkih potenci-~
jala i standardnih termodinamifkih velidina

T

n
r\

)v [ P = ( )b’

[¢)]
]

(2, V= R,,
(3.21)
S=—( )V’ P=-( )T’

T=( )P’ V=( )b’

a podto su izrazi (3.20) totalni diferencijali onda su tadne i
sledeée veze

@ﬂ—)b - (25,

(S5 = F)p o
(3.22)
2 )T = (7ST_)V s

( )S = W)P .

Relacije (3.22) poznate su pod nazivom Maxwell-ove relacije, ali
podto su one sudtinski povezane sa prethodnom grupom relacija mi
éemo Gesto i relacije (3%3.21) nazivati Maxwell-ove relacije. Obe
grupe relacija se veoma &esto koriste pri redavanju konkretnih
termodinamidkih problema.

Iz relacija (3.21) i definicija termodinamidkih potenci-
jala slede tzv, Gibbs-Helmholtz-ove jednacine:
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U=F-( )V=E-( )g s
F=U—S(-§Ug-)v=e-1>( dp s
E-_-U-v( s‘G-T(-;—;a-g-)P , (3.23)
¢ = F - V(g = E - S(55)p

Ove jednacine pokazuju da ako poznajemo jedan od termodinamidkih
potencijala, ukljudujuéi i unutrasnju energiju, kao funkciju svo-
Jih "prirodnih" i promenljivih da onda moZemo da odredimo sve ostale
termodinamidke potencijale. Pored toga, ove jednaline su veoma ko-
risne pri izvodjenju niza termodinamidkih relacija. Na primer, di-
ferenciranjem prve jednadine (3.23) po V, pri konstantnoj tempera-
turi,
32
( )T = ( )T - T 3vsT = ( )T ( )

i korid%éenjem Zeste Maxwell-ove relacije (3.21) direktno dobijamo
relaciju

>P
( )T = ~P + NSy »
koju smo izvodili u odeljku 2.5.8.

3. Bez obzira Zto se Maxwell-ove relacije (3.21) i (3.22)
Sesto koriste, odigledno nije jednostavno da se sve te relacije,
zajedno sa jednadinama (3.23), zapamte i u svakom momentu repro-
dukujue. Tako Je nastao niz mnemotehnilkih pravila koja pomaZu da
se mnogobrojne termodinamiéke relacije zapamte i izvedu, Po svemu
ugao. To je jedna jednostavna shema (Cf. S1l. 6) koja se sastoJi
od kvadrata ¢ije dijagonale imaju fiksirane smerove, a temena i
stranice fiksirane oznake. Ovu shemu Max Born Je prvi put upotre-
bio 1929. godine u toku jednog predavanja. Ona omogufava da se u
svakom momentu lako reprodukuju osnovne diferencijalne forme (3.20),
iz kojih Maxwell-ove relacije neposredno slede. Naravno, kad se
znaju Maxwell-ove relacije i definicije termodinamidkih potenci-
Jala, nema potrebe da se pamte Gibbs-Helmholtz-ove jednadine.
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Sl. 6, Born-ov termodinamidki Jdetvorougao.

Pre svega, treba primetiti da su kod sredina stranica
Born—-ovog Cetvorougla zabelefeni termodinami&ki potencijali, a da
su na susednim temenima zabeleZene njihove "prirodne" promenlji-
ve. Ovaj raspored treba zapamtiti. Totalni diferencijal nekog po-
tencijala dobijamo na taj nadin Zto diferencijalne priraZtaje pri-
rodnih promenljivih mnoZimo sa velidinama koje su zapisane kod
dijagonalno suprotnih temena Eetvorougla i takvim proizvodima pri-
druiujemo negativan ili pozitivan predznak u zavisnosti od toga da
1i par dijagonalno suprotna velilina - prirodna promenljiva obra-
zuje "vektor" sa naznaSenim ili sa suprotnim smerom, (itaocu pre-
pudtamo za samostalnu veZbu da proveri da se ovako mogu izvesti
sve detiri relacije (3.20), odakle neposredno slede relacije (3.21)
i (3.22) i jednadine (3.23).

Pored navedenog mnemotehnidkog pravila, koje dopunjuje
elementarni metod manipulacije sa izvodima termodinamidkih velidi-
na koji je izloZen u odeljku 2,6.6., Sesto se koristi alternativ-
ni metod Jacobian-a /5,14/. Ovaj drugi metod je nedto op3tiji i po
svojoj efikasnosti podseéa na mnemotehnidka pravila rada sa
Hamilton-ovim V -operatorom u vektorskoj analizi. Medjutim, za
sva izlaganja u ovom udgbeniku biée dovoljno poznavanje elementar-
nih pravila (2,57-59) i Born-ovog mnemotehnidkog pravila, te metod
Jacobian-a neéemo izlagati, po demu ovaj ud¥benik sigurno neée biti
izuzetak /3/.

4, Bve 8to je redeno u prva tri odeljka ovog paragrafa od-
nosi se na termomehanilke sisteme i predstavlja neposrednu posle-
dicu relacije (3.14). Slidne relacije va¥e za niz monovarijantnih
sistema (Cf. odeljak 2.6.8). Jasno je da za sve takve sisteme mo-
Femo uvesti termodinamifke potencijale koji su analogni velidinama
(3.15), (3.16) i (3.17) i iz ¥ijih diferencijalnih formi slede od-
zovarajuée Maxwell-ove relacije i Gibbs-Helmholtz-ove jeinadine.
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Tako za magnetne sisteme definiSemo termodinamidke potencijale

E, =U, - H1 , (3.24)
G, = U, - HM - TS , (3.25)
F, =0, -15, (3.26)

u sludaju kad je tota'ni diferencijal unutradnje energije odredjen
relacijom (2.7%), odnosno

Ey = Uy + HM, (3.27)
G, = Uy + HM = DS, (3.28)
Fy = Uy - 13, (3.29)

u sludaju kad je diferencijal unutrasnje energije sistema odredjen
relacijom (2.74).

Poredeéi gore navedene definicije sa relacijom (1.32),
koja u sludaju izotropnog magnetika i u CGS sistemu ima jednosta-
van oblik Ub = Ua - HM, zakljulujemo da Ub mo¥emo da posmatra-
mo kao Legendre—ovu transformaciju velidine Ua’ tj. kao entalpiju
E,» To ne znati da se zato velidine Eb3 Gy, 1 F, ne koriste. Nap-
rotiv, oba skupa velifina, i Ug2BgaGaFy 1 UpyEWGoFy 4, v
literaturi se koriste gotovo podjednako Zesto. & kad se ima u vidu
da svakom skupu posebno odzovara osam Maxwell-ovih relacija, uola-
va se problem neposrednog reprodukovanja potrebne relacije pri re-~
Savanju konkretnih termodinamidkih problema. Refenje problema na~
meée se samo ukolio je usvojen mnemotehnidki sistem zasnovan na
Born-ovom Cetvorouzlu. U odeljku 2.6.8. primedeno je da sve rela-~
cije za magnetni sistem sa energijom Ua slede iz odgovarajuéih
relacija za termomehanic¢ki sistem kao rezultat jednostavne zamenc
- i V- -M, ili zamenom F-M i V—>H ako je od U, oduzetn
potencijalna energija sistema uw polju, odnosno ako se termodinami-
ke sistema opisuje pomodu velidine Ub’ Frema tome, sve termodi-
nanmidke relacije za magnetne sisteme "sadrZane su" u Born-ovim
Zetvorouglovima koji su prikazani na Sl. 7, a koji slede iz ans-
lognog detvorougla sa Sl. 6. ako se primeni gore pomenuta zamena
veliina., Ovi Jetvorouglovi koriste se na isti nadin kao u sluda-
Ju termomehanilkog sistema.
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31. 7. Born-ov termodinamiki detvorougao za magnetni
sistem kod koga su termodinamidki zakoni izra-
feni: (a) relacijom (2.73) i (b) relacijom (2.74).

5. Fitanje: Jedan sloZeni termodinamid%i sistem, koji se
sastoji od nelxoliko podsistema, ne nalazi se u stanju termodina-
midke ravnote¥e. Sistem je toplotno izolovan i u odnosu na okolinu
ina konstantnu zapreminu. Pod kakvim ée uslovima sistem pri pre-
lasku u stanje termodinamifke ravnotefe izvriiti maksimalan rad
nad nekim spoljasnjim objektom?

Odgovor: Jasno je da &= pod razliditim uslovima sistenm
preédi u razlidita stanje. Svakom stanju odgovara i odredjena vred-
nost entropije S. Neka je Uo podetna enerzija sistema. Oznadi-
mo sa U(S) unutradnju energiju sistema u konadnom ravnote¥nom
stanju sa entropijom S, Tada Jje prema prvom zakonu termodinamike
(1.13) rad koji izvrii sistem odredjen relacijom

Aw = U, - U(s) (3.30)

Ako ovu relaciju diferenciramo po 3 dobidemo

209 . 3%y, -1, (3.31)
gde smo iskoristili prvu Maxwell-ovu relaciju (3;21). Ovde T oz-
nadava temperaturu konalnog stanja sistema. Fo¥to je temperatura
nenegativna velifina zapa%amo, prema izrazu.(3%.31), da rad koji
sistem moZe da izvrii opada sa porastom entropije. A kako entropi~
ja toplotno izolovanog sistema ne mo¥e ni pod kakvim uslovima da
opada (Cf. odeljak 2.5.4) zakljudujemo da ée rad AW biti maksi-
malan ako se entropija S sistema u toku procesa ne menja, odnos-
no ako sistem predje u konafno ravnoteZno stanje u okviru jednog
reverzibilnog procesa.
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Primetimo da pretpostavka da je zapremina sistema u toku
procesa konstantna nije neophodna. Foito relacija (3.31) u sudti-
ni predstavlja izvod relacije (3.30) po entropiji konadnog stanja
a pri zadatoj zapremini sistema u tom stanju, dovoljno je pretpo-
staviti da su zapremine podetnog i konalnog stanja medjuscbno jed-
nake i dopustiti moguénost da se zapremina u toku procesa menja,
Odgovor na postavljeno pitanje je i u tom sludaju isti - sistem
ée izvr8iti maksimalan rad ako je proces reverzibilan,

3.5« Osnovne térmodinamidke nejednakosti

1. U prethodnom paragrafu utvraili smo da pri konstant-
noJj temperaturi i pri konstantnom pritisku ~ stanju termodinamid-
ke ravnoteZe sistema odgovara minimum Gibbs-ovog termodinamidkog
potencijala., To znadi da ako se sistem pod takvim uslovima nalazi
u stanju termodinamidke ravnoteZe i ako se dopuste virtuelne pro-
mene entropije i zapremine, €5 i &V, da onda odgovarajuéa pro-
mena OG Gibbs-ovog termodinamilkog potencijala mora biti pozi-
tivna. Iz ovog zahteva sledi niz interesantnih &injenica o kojima
smo u odeljku 2.6.5. govorili kao o elementima svakodnevnog is-
kustvae.

Promenu Gibbs-ovog termo inamidkog potencijala &G, pod
uslovima T = const, 1 P = const., moZemo na osnovu definicije
(%.15) da izrazimo na slededéi nadin

8G = SU + PV - 783
2U U
= ( Yo 985 + ( o SV
KL V2 *iBTs ?+ (3.32)
+ —%—{ (—3—8-3) (s5)2 + 2 —aé—s'-‘él[r-sssv +(§$§)( sv)z}
v s

+P5V-—TSS,

sde smo umesto dU mnapisali nekoliko prvih &lanova razveja u red
funkcije U(S,V) u okolini tadke (3,V), koja zajedno sa vrednosti-
ma (P,T) defini%e ravnote¥no stenje sistema., Naravno, ovde pret-
postavljamo da su 63 i 3V dovoljno male promene tako da ne mo-
ramo uzimati u obzir d&lanove viZes reda u razvoju.

Ako iskoristimo prve dve Maxwell-ove relacije (3.21) za-
pafamo da se prva dva sabirka i zadnja dva sabirka u izrazu (3.%32)
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medjusobne potiru., Prema tome, zahtev o pozitivnosti &G moZemo
gada pisati u obliku

56 - (3% o 22 ss v (——T) (87)2 > 0. (3.33)

Fri proizvoljnim promenama $8 i 3V ovaj izraz ée biti veéi od
nule ako Jje

(-alz-g—)v >0, (3.34)

d%y .
(a—vr)s >0 i (3.35)

2
2% )%y D% )
<3s2 )v avT)s - (T‘—)'m' Z o (536

2.
Ako bi, na primer, —g——g—)v bi)lo negativno onda bi, prema (3.33),

$G takodje bilo neEatﬁvno za g V=0 i pri proizvoljnom é Se. I

obratno, ako je --—%—S< 0O onda je SG<O0 pri 38 = ipri
proizvoljnom SV, UkOllKO bi treéi uslov (3.,36) bio narufen onda
bi za proizveljno $S (odnesno SV) mogao da se nadje interval
vrednosti SV (odnosno 98S) za koje je $G< O,

Iz uslova (3.34) proizilazi da je specifidna toplota CV
pozitivna velidina. Stvarno, ako iskoristimo prvu Maxwell-ovu re-~
laciju (3.21), formulu (2.57), definiciju (1.20) i relaciju (2.31)
dobiéemo

-1
), - b [an] ™4
(SE?-)\/ ( ) =T . (5.37)

Fosto je apsolutna temperatura T po definiciji pozitivna, iz do-
bijenog rezultata i uslova (3.34) zakljudujemo da Je Cy> 0. Na
slidan nadin, iz uslova (3.35), koristeéi drugu Maxwell-ovu rela-
ciju (3.21) i formulu (2.57), nalazimo

d %y dp —Jl
(’a’?’)s“( - - |3t >]=[v< 3| > o

(3.38)
f£to ma osnovu definicije (2.49) znadi da je i adijabatska kompre-
sibilnost Kgq pozitivna velidina,

Uslov (3.36) napisaéemo, takodje pomoéu prvih dveju
Maxwell-ovih relacija (3.21), na sledeéi nadin:
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5 )]- ( )S>o (3.39)

odakle, koristeéi relaciju

395 = - o= 3Ty (3.20)

koja sledi iz relacije (2.46) u sludaju kad je S = const., dobi-
Jamo

(2F4 < (S5, 3P, - (3.41)

S druge strane, ako entropiju razmatramo kao funkciju zapremine i
temperature, S = S(V,T), iz formule (2.59) nalazimo vezu

Kombinujuéi zadnje dve relacije dobijamo

28, <o, (3.43)

8to prema definiciji (2.48) znadi da je izotermska kompresibilnost

K., takodje pozitivna velilina.

T
Posto je Kp> O onda iz relacije (2.66) sledi da je u
opStem sludaju

Cp> Cy (3.44)

a8 posto je vel pokazano da je CV3> 0 zakljulujemo da Jje i CP
pozitivna veliBina, Odatle i iz relacije (2.70) nalazimo

Kp > Ky (3.45)

Zto znadi da Je sistem kompresibilniji pri izotermskim uslovima
nego kad je toplotno izolovan.

Prema tome, iz uslova ekstremuma Gibbs-ovog termodinamid-
kog potencijala utvrdili smo da su osnovne funkcije odziva termo-
mehanickog sistema {CV’CP’ T’KS} pozitivne velicine, a na%li smo
i njihove odnose (3.44) i (3.45). U sludaju kad je neka od ovih
velidina negativna 2a sistem ka¥emo da nije termodinamidki stabilan.
Sludaj kad ove veliline divergiraju, Zto znadi da na primer Ep=>ee
pripada grup{ tzv. kriti&nih pojava, o kojima &emo kasnije neZto
viZe reéi. Na kraju, primetimo da funkcija odziva cCP definisana

>
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relacijom (2,50) moZe da bude i negativna, kao u sluéaju vode u
temperaturskom intervalu od 273,16 K do 277,16 K.

2. Pitanje: Osnovne termodinamicke nejednakosti, dokazane
u prethodnom odeljku, u osnovi su matematilke posledice osnovnih
termodinamidkih zakona izraZenih, u slufaju termomehanickog siste-
ma, relacijom (3.14). Da 1i sli¥ne nejednakosti vaZe za sve druge
sisteme kod kojih se osnovni zakoni mogu izraziti analognom rela-
cijom (2.72), kao na primer, kod magnetnih sistema za koje vaZe
relacije (2.73) i (2.74)?

Odgovor : Jasno je da je matematilki deo odgovora potvrdan,
jer bi u suprotnom zakljudci dobijeni u prethodnom odeljku bili
neosnovani. To znadi da na osnovu analogije medju relacijama (2.72)
i (3.14) i na osnovu zakljudka (3.43) moZemo tvrditi da je u opStem
sludaju

X

(55 )Ip <0 . (3.46)

Medjubim, u sludaju svakog konkretnog fiziclkog sistema potrebno je
da se rezultat (3.46) paZljivo pridruZi odgovarajuéoj fizilkoj ve-—
1idini,.

Na primer, u sluéaju magnetnih sistema poredjenjem relaci-
ja (2.72) i (2.73) moZemo na osnovu prethodnog da tvrdimo da Je

(2h)p >0, (3.47)

¥to na osnovu definicije (2.53) znaldi da je izotermska suscepti-
bilnost pozitivna veliéina. To je talno za paramagnetne i feromag-
netne sisteme, ali nije tadno za dijamagnetne, Po3to ne sumnjamo
u matematidku ispravnost zakljudka (3.46), odnosno (3.47), ostaje
jedino da zakljudimo da reladija (2.73) nije primenljiva za dija-
magnetne sisteme. Stwarno, relacija (2.73) je dobijena iz relacije
{(1.31) pod pretpostavkom da vektori T i H imaju isti pravac
smer. Prema tome, za dijamagnetike umesto relacije (2.73) korektno
Je pisati relaciju

U, = TdS - HaM (3.48)

odakle neposredno sledi da izotermska susceptibilnost moZe biti
negativna velidina,
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U vezi sa magnetnim sistemima ovde je umesno da se uoli da
relacije (2.73) i (2.74) nisu sasvim ravnopravne. Naime, ako bismo
rezultat (3.46) primenili u sludaju relacije (2.74) doZli bismo
do naopakog zakljudka da je (BH/QM)T negativna velidina za fero-
magnetike i paramagnetike a da je pozitivna za dijamagnetike.
Listajuéi nafe zakljulke unazad moZemo videti da Je poslednji zak-
1judak pogresan zato 8to velilina Ub’ definisana relacijom (1.32)
ne predstavlja pravu unutragnju energiju magnetnog sistema, veé
zbir unutrainje energije i potencijalne energije sistema u magnet-
nom polju. To ne znadi da velidinu U, odnosno relaciju (2.74),
ne moZemo primenjivati pri refavanju termodinami&kih problema.
Naprotiv, velidina Ub veoma Cesto se primenjuje, ali sada je jas—
no da prilikom primene moramo imati u vidu njen fizidki smisaoc. U
matematidkom kontekstu Ub Jje, naravno, Legendre-ova transforma-
cija velidine Uge

%, Zadatak: Verifikovati mnemotehnilko pravilo prikazano
na Sl. 8. Prema ovom pravilu Gibbs—ov termodinamic¢ki potencijal
G Je konkavna funkcija pritiska kad je temperatura konstantna, a
kad je pritisak kongtantan onda je G konkavna funkcija tempera-
ture. Sliéno, slobodna energija F je konkavna funkcija tempera-
ture kad je zapremina konstantna, ali je konveksna funkcija zap-
remine kad je temperatura konstantna. S1iéni iskazi mogu se formu-
lisati za unutrasnju energiju U i entalpiju E u odnosu na nji-
hove prirodne promenljive (V,S) i (S,P).

Convexus Concavus
\ F T
U G
S E p

Convexus Concavus

51, 8. Born-ov termodinamicki &etvorougao dopunjen sa
informacijom o konveksnosti i konkavnosti ter-
modinamicékih potencijala.

Refenje: Postoje dva nalina da se definiZe konveksnost,
odnosno konkavnost, neke funkcije. Prvo, moZe se reci da Je
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funkcija f(x) konveksna u intervalu (xl,xz) ako tetiva kroz
tadke (xl,f(xl)) i (x2,f(x2)) le¥e iznad krive f(x). U tom
sluéaju za funkeciju - f(x) kazaéemo da je konkavna u intervalu
okolini tadke x ako postoji drugi Tzvod funkeije dzf/dxz u toJ
tadki i ako je isti pozitivan, a ako je negativan kazaéemo da je

funkcija konkavna u okolini talke =x.

Pretpostaviéemo da postoje drugi izvodi termodinamidkih

1 Dru~
i izvod Gibbs-ovog termodinamilkog potencijala ( 2 G/BP )T moZe-~
mo pomoéu detvrte Maxwell-ove relacije (3.21) da napifemo na sle-

potencijala i ispitaéemo koji su pozitivni a koji negatlvnl.

deéi nadin:

2
(g;g) [gP (—5-15-)] - &5y, (3.49)

Inajuéi u vidu nejednakost (3.43) i zadnju relaciju zakljudujemo

da je G Xonkavna funkcija pritiska kad je temperatura konstantna.

Analogno prethodnom, drugi izvod (32G/3T2)P moZemo pomoéu
treée Maxwell-ove relacije (3.21), definicije (1.20) i relacije
(2.31) da napiSemo u obliku

2
(%ﬁ}p =E§r (-1%—)4; ~(E5p = - 4 Cpy  (3.50)

odakle se vidi da je ovaj izvod negativan jer je toplotni kapaci-
tet CP pozitivna velidina, kao 5to smo dokazali u prvom odeljku
ovog paragrafa. Prema tome, Gibbs-ov termodinamilki potencijal Jje
konkavna funkcija temperature kad je pritisak konstantan. Na slilan
nadin, koristeéi osnovne termodinamilke nejednakosti, mogu se ve-
rifikovati sve ostale osobine termodinamidkih potencijala prikaza-
ne na Sl. 8.

I;]Jacke u prostoru termodinamidkih parametara u kojima termodi-
namlckl_potenc13a11 nisu dlferenclaabllnl, ili u kojima izvodi
vifeg reda nemaju odredjenu konaénu vrednost, odgovaraju poja-
vama faznih prelaza. Tada Sl. 8 prikazuje konveksnost, odnosno
konkavnost, termodinamitkih potencijala u intervalu vrednosti

odgzovarajuceg termodinamiékog parametra.
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B84, Zavisnost termodinamilkih potencijala od

broja festica

1. Na kraju odeljka l.l.2. naglasili smo da se sve termo-
dinamike veliline mogu sa prilidno velikom tadno$éu podeliti na
ekstenzivne i intenzivne., Kasnije smo videli da su unutradnja
energija i entropija ekstenzivme veliline, dok su pritisak i tem-
peratura dve tipiéne intenzivne veli&ine., Naravno, zapremina sis-
tema je ekstenzivna velidina. Na osnovu definicija termodinamidkih
potencijala (3.15)~(3.17) moZemo, prema tome, tvrditi da su Gibbs-
ov termodinamicki potencijal, slobodna energija i entalpija takodje
ekstenzivne veliline. Razmotricéemo posledice ovog zakljuéka u slu-
8aju sistema koji je sastavljen od identidnih destica. To su tzv.
Jjednokomponentni sistemi. Dobijeni rezultati mogu se lako proXi-

riti na sisteme u €ijem sastavu ima dve ili viSe vrsta &Eestica
(viSekomponentni sistemi).

Poito se ekstenzivna velidina, po definiciji, promeni ono-
liko puta koliko puta se promeni kolilina supstance koja &ini
gistem, odnosno koliko puta se promeni broj festica sistema, to
znadi da ekstenzivna velidina mora biti homogena funkcija prvog
reda u odnosu na ostale ekstenzivne velidine, koje se u datoj si-
tuaciji posmatraju keo nezavisno promenljive /14/. Treba naglasi-
ti da se ovde ne postavlja pitanje kako se realizuje promena broja
destica. Jednostavno se uolava da su ekstenzivne velicine takve
veliline da kad bi sistem pri datim uslovima imao dva puta ili tri

puta vi8e destica, one bi bile dva puta, odnosno tri puta vecle.

Prema tome, unutrainja energija jednog termomehanidkog
sistema kao ekstenzivna velilina i kao funkecija entropije i zapre-—
mine, koje su takodje ekstenzivne veliline, mora imati sledeéi ob-
1lik

5 v
U=Nf(T,T), (3051)

gde je N broj Cestica sistema., Zaista, ako bi do3lo do promene

N —>2N onda bi noralo da dodje i do promena 3 ~»23 i V— 2V,

U tom sludaju oblik (3.51) garantuje da ée se U kao funkecija S
i V takodje dva puta poveéati. Formula (3.51) predstavlja naj-
op3tiji oblik homogene funkcije prvog reda od N, 8 i V, Na sli-
8an nadin entalpija kao funkcija jedne ekstenzivne veliine S

i jedne intenzivne velidine T wmora imati oblik

E=X 70(—%— sT) (3.52)
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a slobodna energija kao funkecija V i T mora biti potpuno ana-
logna

F=NE(,T) . (3.53)

Gibbs-ov termodinamidki potencijal je funkcija dveju intenzivnih
velidina P i T pa se zato moZfe pisati u obliku

= N;(P,T) . (3.54)

gde velidina 5 (isto kao i gore navedene velidine £, i § ) ne
zavisi od broja lestica sistema.

Dopustimo sada da broj &estica sistema mo¥e na neki nadin
stvarno da se menja. Drugim redima, posmatrajmo N kao nezavisno
promenljivu veli&inu u odnosu na ostale veliéinel. Ako se 1. pro-
meni za dN, i to na reverzibilan nalin, onda, na osnovu izloZe-
nog, u diferencijalima termodinami&kih potencijala (3.21) mora bi-
ti prisutan &lan koji je proporcionalan dN:

QU = T4S - PAV + mdN ,
dE = ~SAT + VAP + udN , (3.55)
dF = ~SdT - PAV + mdN ,
dG = -SdT + VAP + MdN .

Koeficijent proporcionalnosti M naziva se hemijski potencijal.
Obid&no se postavlja pitanje za¥to je koeficijent proporcionalnosti
uz priraftaj dN¥ isti u svim relacijama (3.55)? Pa, sko ¢lan udN
prihvatimo u prvoj relaciji (3.55), a to moramo da uinimo jer je

U ekstenzivna velidina, onda isti mora biti prisutan i u ostalin

relacijama poito su E, F i G ILegendre-ove transformacije od U

ali ne po velidini N,

Iz relacija (3.55) slede detiri ravnopravne formule za he-
mijski potencijal

M= ( )SV_(W)SP“(W) T'(T)PT(356)
Iz zadnje formule i iz relacije (3.54) zakljudujemo da Je

M= ¥ (P,T) (3.57)

1Ravnotezno stanje sistema okarakterisano Je pored ostalih veli-

gina vrednoZéu N. Sa stanovilta statisticke mehanike to je sred-
nja vrednost broja Sestica u sistemu, U termodinamici govorimo
Jednostavno, o broju destica koji karakterife dato termodinamicko

stanje sistema.
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odnosno da Jje

G = N/M, Y (3-58)

gfto znali da hemijski potencijal sistema, koji je sastavljen od
identidnih Cestica, u stvari predstavlja Gibbs —ov termodinamidéki
potencijal po Cestici. A ako uporedimo izraz dG = Nduw + mdN,
koji sledi iz formule (3.58), sa zadnjom relacijom (3.55),onda
nalazimo zledeéi oblik za totalni diferencijal hemijskog potenci-
jala

dm = -sdT + vdP , (3.59)

gde smo sa s oznadili entropiju po &estici (8/N) a sa v smo
oznadili zapreminu po &estici (V/N). Izraz (3.59) poznat je po
imenom Gibbs-Duhem—-ova relacijae.

2. Pored termodinamilkih potencijala U, E, G i F g&esto
se koristi, posebno u statistikoj mehanici, potencijal &€ije su
tprirodne"” promenljive V, T i/uz. Taj potencijal se oznadava sa S
i predstavlja Legendre~ovu transformaciju slobodne energije F(V,T,N]
po promenijivej N

=P - N{a ’ (3.60)

tako da prema treéod relaciji (3.55) sledi nova relacija
df = -SAT - PAV - Ndu , (3.61)

Odavde dobijamo tri formule koje kompletiraju Maxwell-ove relacije
(3.21) i relacije (3.56)

5 = —(—ﬂ—)‘,,r VP = —(%%)T,/, V= (D0 (3.62)

Velidinu £l mnogi autori nazivaju veliki termodinamiZki

zapreminom sistema., Zaista prema relacijama (3.60) i (3.58) sledi
da Jje

L =F-G , (3.63)
a prema relacijama (3.15) i (3.16) odavde nalazimo

Q--pf, -V (3.64)

Ovu jednostavnu relaciju je po svemu sudeéi /5/ prvi dobio H.A.
Kramers, pa éemo je &esto zvati Kramers—ova relacija.
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3. Zadatak: Odrediti uslove ravnote¥e dva termomehanidka
sistema koJi mogu da razmenjuju &estice. Pretpostavlja se da su
sistemi sastavljeni od &estica iste vrste.

ReSenje: Ovaj zadatak je slian zadatku iz odeljka 2.5.7.
Tamo smo utvrdili da su dva termomehanilka sistema, koji ne raz-
menjuju €estice, u ravnoteZi ako imaju jednake temperature i pri-
tiske. Ako sistemi mogu da razmenjuju Cestice onda se pojavljuje
jo& jedan uslov ravnotefe, Do njega dolazimo na sledeéi nadin. Dva
sistema u ravnoteZi mo¥emo da razmatramo u celini kao izolovan
sistem u ravnoteZi. U tom sludaju entropija jedinstvenog sistema
ima maksimalnu vrednost, a jedan od potrebnih uslova ekstremuma
entropije jeste zahtev da varijacija po broju €estica jednog od
dva podsistema bude jednaka nuli. Naravno, pretpostavija se da je
ukupan broj &destica u sistemu N1+N2 konstantan.

Prema tome, moZemo da zahtevamo da je izvod ukupne entro-
pije S = Sl+S2 po broju &estica prvog podsistema Nl, na primer,
Jednak nuli

28 28, ©ON 28,y 28
% 2 2 2 (3.65)
'mr Y, tIW, IW - '51r‘ r2 rule .

gde smo iskoristili uslov da je ukupan broj Eestica konstanta,
odnosno da je 3N2/3N1 = -1, Pored toga, iz prve relacije (3.55)
nalazimo da se u op3tem gludaju totalni diferencijal entropije
moZe izraziti na sledeéi nadin:

= - AU + —5dV ~ A AN, (3.66)
odakle sledi formula
‘4 = "( )U v . (3.67)

Ako ovu formulu iskoristimo u jednakosti (3.65) dobijamo

My Mo

_T;_— = —1112— . (3.68)
Poito su temperature podsistema jednake T,=To, iz relacije (3.68
zakljudujeno da u stanju ravnotefe hemijski potencijali takodje
moraju da budu jednaki,

Na osnovu prethodnog konstatujemo da ée dva izolovana sis-
tema u kontaktu biti u stanju termodinamifke ravnoteZe ako imaju
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Jjednake temperature, pritiske i hemijske potencijale (T1=T2,
P1=P2, /A1=/u2). Medjutim, ako se sistemi nalaze u spoljadnjem
polju, tj. ako su istovremeno izloZeni dejstvu treleg sistema,
onda njihovi pritisci ne moraju biti jednaki, Tada kao uslov rav-
notefe prestaju jednakosti T1=T2 i /A1=,bb. Pri tome ne treba
zaboraviti da Je svaki hemijski potencijal posebno odredjena funk-
cija temperature, odgovarajuéeg pritiska i parametaral koji karak-
teridu uticaj polja a koji za sisteme predstavljaju izvesne spo-
ljaSnje parametre a. . Kad se polje "iskljuéi", tj. kad paramet-

i
ri 84 postanu jednaki nuli onda iz jednakosti temperatura i he-

mijskih potencijala proizilazi i jednakost pritisska.

TRECI ZAKON TERMODINAMIKE

4,1. Nernst-ova teorema

"Trideset 1judi jedanput ne-
deljno poseéuje moja predavanja o
Nernst-ovoj teoremi (a na moj izri-
¢éit zahtev svi Kamerling Onnes-ovi
1judi ne prisustvuju). Niko joB nije
odustao, Neki stari ljudi takodje su
prisutni",

P.Ehrenfest (1913)

l. Treéi zakon termodinamike Jje dodatni aksiom u odnosu
na prvi i drugi zakon termodinamike. Ovaj zakon tvrdi da entropija
hemijski homogenog sistema u stanju termodinamicke ravnote¥e teZi

nuli kad temperatura teZi apsolutnoj nuli. To znadi da entropija
kao funkcija stanja, odnosno kao funkcija termodinamidkih parame-
tara koji odredjuju ravnoteZno stanje sistema, te¥i nuli ako jedan

Tre¢i zakon termodinamike u navedenom obliku potie od tzv.
Nernst-ove teoreme. W.Nernst je 1906, godine na osnovu niza ekspe-
rimentalnih podataka zakljudio da promena entropije u hemijskim
reakcijama treba da teZi nuli kad temperatura tefi apsolutnoj nuli.
Ovakav zghtev ima veliku praktilnu primenu za odredjivanje uslova

U
13tanja termomehanidkog sistemaYspoljainjem polju ne mogu, u
opitem sludaju, biti opisana samo pomoéu dva termodinamidka
parametra,
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ravnote¥e pri hemijskim reakcijama. Svojevremeno je Nernst-ova
teorema bila predmet mnogobrojnih diskusija u vezi sa podetcima
teorijskih i eksperimentalnih istraZivanja u fizici niskih tempe~
ratura, Treéi zakon termodinamike Jje jedan od rezultata ovih dis-
kusija i istraZivanja. Pravi razlozi njegove istinitosti mogu da
se sagledaju samo u okvirima kvantne statisticke mehanike, gde

sé ovaj zakon pojavljuje kao posledica opdtijih aksioma,

2., Iz navedene formulacije treleg zakona zapa¥a se izuzet-
na op3tost ovog zakona, Pre svega, to je zbog toga Zto isti vaZi
za proizvoljan sistem, koji je hemijski homogen., Zatim, treba za-
paziti da ovaj zakon tvrdi da entropija teZi nuli kad temperatura
teZi nuli bez_obzira kakvi su drugi parametri sistema. Na osnovu
toga i uz pomoé standardnih termodinamilkih relacija moZe se poka~
zati da mnoge osobine supstanci imaju univerzalno ponasanje u bli-

zini apsolutne nule,

Prvo éemo pokazati da toplotni kapaciteti tefe nuli kad
temperatura teZi apsolutnoj nuli (T-0). U tom cilju primetimo da
se u opdtoj definiciji entropije (2.29) za referentno stanje R
sada moZe izabrati stanje na apsolutnoj nuli, za koje je S(0)=0,
te da se ista formula moZe pisati u obliku

Ty
s() = [ 1%, (#.1)
0

gde Jje TA temperatura sistema u stanju A. Ako iskoristimo defi-
niciju toplotnog kapaciteta (1.15) onda zadnju formulu moZemo
transformisati u nov oblik

Ty
4T
s(a) = j Cy (4.2)
0
gde smo donjim indeksom naglasili da je u pitanju toplotni ka-

pacitet pri konstantnom parametru a. PoZto leva strana jednakos-~
ti (4.2) teXi nuli kad TA-a-O onda Ca ne mo¥e da ostane konadno
veé mora takodje da teZi nuli. Kako je A proizvoljno ravnoteZno
stanje sistema to znadi da svi toplotni kapaciteti tefe nuli kad
temperatura teZi apsolutnoj nuli. Pri tome toplotni kapaciteti ne
teZe nuli sporije od linearne homogene funkcije temperature. Mno-
gobrojni eksperimentalni podaci potvrdjuju ispravnost ovog zak-
1judka,
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Ako bi u blizini apsolutne nule vrednost entropije zavi-
sila od drugih parametara pored temperature onda bi proizvoljne
promene parametara GAai} izazvale odredjenu promenu entropije

( )Aal + aee *‘(T—) a;+eee+( an)Aah (4.3)

Medjutim, u skladu sa treéim zakonom termodinemike, entropija
prestaje da zavisi od parametara kad T —- 0 pa zbog toga tada i
AS >0, Poito su.{Aai} proizvoljne promene parametara to iz rela-
cije (#.3) zakljudujemo da moraju biti ta&ne sledede granidne
vrednosti

ga‘si ->» (0 kad T-—=>0 'Y i = 1,2,3,.0.,11- (404)
Jedan od parametara {ai} moZe biti pritisak P, drugi zapremina V,
treéi magnetno polje H itd. Prema tome, prethodne relacije mo¥e~
mo zapisatu u konkretnijem obliku:

T>o0 T-%0 T-?o

gde smo naglasili da je temperatura jedan od parametara koji je
fiksiran pri parcijalnom diferenciranju entropije po pritisku,
zapremini, magnetnom polju itd. Tako se iz zadnjih relacija vidi
da bilo koji niz parcijalnih izvoda entropije)po pritisku na pri -
mer, pri fiksiranim temperaturama koje odgovaraju ravnoteZnim
stanjima sistema, teZi nuli kad odgovarajuéi niz temperatura teZi
apsolutnoj nuli.

Na osnovu druge i treée Maxwell-ove relacija (3.22), kao
i na osnovu analognih relacija za magnetne sisteme

(2590 = (B o e, 4.6)

koje nalazimo iz Born-ovog &etvorougla sa Sl. 7. ili jednostav-
nom zamenom P->H i V-=>-M u relacijama (3.22), iz izraza (4,5)
dobijamo odredjenije posledice tredeg zakona termodinamike

2V oP
Um (2Y) =0, Cm ———) Lim (2 ) =0, ...

7 T>0

Ove nove formule u stvari tvrde da linije koje su sastavlijene od
tafaka koje reprezentuju ravnotefna stanja sistema u ravnima (T,V),



-7 -

(r,p), (T,M) itd. prilaze vertikalnim osama pod pravim uglom, od-

nosno ove formule pokazuju da su koeficijenti pravca istih linija

u odnosu na horizontalnu osu T Jednaki nuli kad je T = 0. To

su eksperimentalno proverljive &injenice i svi dosada¥nji eksperi-

mentalni podaci (Cf. odeljak 5.4.3.) potvrdjuju njihovu korektnost.
Primetinmo, na kraju, da iz prve relacije (4.7) sledi da

koeficijent toplotnog Sirenja, definisan relacijom (2.50), te¥i

nuli kad se temperatura sistema pribliZava apsolutnoj nuli. Na

slidan nadin, iz trede relacije (4.7) sledi da funkcija odziva

dH magnetnih sistema, definisana relacijom (2.55), te¥i nuli kad

T >0,

3. Zadatzk: Prema veéini statistid&kih modela konkretnih
termodinamickih sistema entropija sistema teZi nuli kad T—0C u
skladu sa izvesnom stepenom zakonitoZ3éu 8 = ka, gde je k pozi-
tivan broj veéi od Jjedinice, a b Jje neka funkcija parametara
shanja sistema. Pokazati da razlika toplotnih kapaciteta CP - Cv
brie teZi nuli kad T >0 nego svaki od toplotnih kapaciteta po-
sebno

ReSenje: U stvari treba verifikovati sledeéi odnos dveju
beskonadno malih velilina
—T—CP'CV (4.8)
—»0 kad T—0 4.8
P L ]
ili slifan odnos razlike CP—Cv prema CV‘ Samu razliku toplotnih
kapaciteta moZemo pisati u skladu sa relacijama (2.64) i (4.6),
kao i u skladu sa informacijom o ponaSanju entropije u blizini T=0O,
na sledeéi nadin
2k+l
Cp = Cy = by T°°%° (4.9)
gde je b1 velifina nezavisna od temperature. Toplotni kapacitet
CP moZemo, prema informaciji o entropiji i prema relacijama (1.20)
i (2.43), pisati na sli&an nadin
k
CP = bkT" . (4.10)

Poredjenjenm izraza (%#.9) i (#4.10) zakljulujemo da je tadan odnos
(4.8) *



-72-

4,2, Nemoguénost postizanja apsolutne nule

"...za8to su fizidari zainteresovani
za istraZivanjs u blizini apsolutne
nule, Onima koji se bave niskim tem-
peraturama ovo pitanje moZe izgledati
pomalo budalasto, upravo isto kao kad
bi pitali sstronaute "Zadto toliko
uzbudjenja oko Meseca, pa mi smo odu-
vek znali da je on tamo?""

WeJdeHuiskamp i 0,V.Lounasmaa (1973)

1. Treéi zakon termodinamike implicira da je nemoguée bilo
koji sistem ohladiti do temperature apsolutne nule. U to moZemo da
se uverimo najneposrednije ako razmotrimo shematski principe hla-
djenja. Da bi neki sistem mogao da poslu¥i za hladjenje drugih si -
stema njezova entropija pri konadnim temperaturama mora da bude
izrazita funkcija nekog termodinamickog parametra -x, Cija se vred -
nost mo¥e relativno lako menjati u laboratorijskim uslovima (S1.9).

i
|
l
1 1
t
1
{

Ty T; T

8l. 9, Shematski prikaz zavisnosti entropije od vred-
nosti parametra x, i odgovarajuéeg procesa
hladjenja ABC.

To mo%e biti pritisak gasa ili jadina magnetnog polja. U svakom
sludaju proces hladjenja podinje iz termodinamilkog stanja A u
kome je vrednost parametra X takva da je entropija sistema vela
nego u termodinamikom stanju B, gde vrednost parametra iznosi X5
a temperatura sistema je ista kao u stanju 4. Prvi deo procesa je
izotermska promena iz stanja A u stanje B, pri &emu dolazi do
opadanja entropije a temperatura, naravno, ostaje ista Ti. Zatim
se pomoéu adijabatskog (izoentropijskog) procesa povrati prvobitna
vrednost parametra x, pri demu sistem prelazi iz stanja B u sta-
nje C. U konalnom stanju C temperatura sistena 'I‘f Jje manja ne-
go u poletnom stanju A(Tf<:Ti). Sledeéi korak u procesu hladjenja
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bila bi izotermska promena iz stanja C u stanje sa manjom entro-
pijom.

Ako bi se razliks medju entropijama, za vrednosti parame-
tra X i Xoy odrZala do apsolutne nule, onda u principu ne bi
bilo problema da se konalnim brojem procesa tipa ABC postigne ap-—
solutna nula (Sl. 10a). Medjutim, treéi zakon termodinamike tvrdi
da u blizini apsolutne nule vrednost entropije prestaje da zavisi
od vrednosti parametra x te da se entropija ponasa kao na S1.10b,

sistem ne mo¥e ohladiti do temperature apsolutne nule.

si s

Xy X1
X2
X2

0 (a) T 0 b =T

Sl. 10, Zavisnost entropije od termodinamidkog paramet-
ra x: (&) u sludaju kad bi mogla da se postigne
temperatura apsolutne nule i (b) prema treéem
zakonu termodinamike,

Pre nego #to prethodnom slikovitom argumentu damo izvestan
analitidki oblik, primetimo da ako na S1l, 9., parametar x pred-
stavlja pritisak ili jadinu magnetnog polja onda je odigledno
X <Xpe Zaista, i u jednom i u drugom sludaju entropija opada kad
parametar x raste, odnosno (QS/ax)T<:O. To se vidi iz druge
Maxwell-ove relacije (3.22) i analogne relacije (4.6), U prvom
sludaju, izvod entropije po pritisku proporciorala je negativnoj
vrednosti koeficijenta toplotnog $irenja, a poznato je da je ova
velidina uvek nenegativna. U drugom sludaju, izvod entropije po
jadini magnetnog polja jednak Jje (3M/3T)H a ovo je regativna ve-
lidina, Jjer magnetizacija sistema opada kad temperatura raste.

2, Pretpostavimo da neki sistem moZemo da ohladimo od tem-—
perature Tl do temperature T2 sko mu adijabatski, u opStem slu-
¢aju ireverzibilno, promenimo vrednost parametra x od o na /3.



-7l -

Neks se pri tome entropija sistema promeni od Sl na 82 « Tadsa
iz Clausius-ove nejednakosti (2.32) sledi nejednakost

sb > 83, (4.11)
a na osnovu tredeg zakona termodinamike (Cf, relaciju (4.1)) ovu
nejednakost moZemo pisati u obliku
2 CudT 71 GeaT
0
gde su C, i Cp toplotni kapaciteti koji odgovaraju konstantnim

vrednostima (« i 4 ) parametra =x. Ako bismo mogli da postignemo
da bude T2 = 0 onda bi iz prethodne relacije sledilo

Ty ¢

oL
] - dar=0, (4.13)
0

Sto bi znalilo da je G, = O, a to Jje nemoguée na osnovu pivog i
drugog zZakona termodinamike (Cf. paragraf 3.3).

3. Pitanje: Da 1i je tvrdjenje da se ne mofe postidi tem-
peratura apsolutne nule ekvivalentno treéem zskonu termodinamike?

Odgovor: PoSto smo u prethodna dva odeljka proverili da
iz treleg zakona termodinamike sledi da Jje nemoguée da se postigne
apsolutna nula, zaboravimo sada na treéi zakon, prihvatimo pome-
nuto tvrdjenje i pogledajmo $ta iz njega sledi.

Pretpostavimo da smo adijabatskom promenom parametra x
od vrednosti ¢ do vrednosti & uspeli da ohladimo sistem od tem-
perature Tl do temperature T2‘ Tada se entropija sistema prome-~
nila od vrednosti

T

1 C,da7
ol ol ‘ol
Sl =53 (0) + j —_ (4.14)
0
do vrednosti
T
2 C,4aT
Fy
S, = s’s(o) + ——ﬁ—— ’ (4.15)

gde su S“(O) i s”(o? vrednosti entropije ra temperaturi apso-
lutne nule pri vrednostima o i 5 parametra x (treba primetiti
da pri pisanju izraza (4.14) i (4.15) nije uzet u obzir treéi za-
kon termodinamike). Hladjenje ée biti najefikasnije ako je proces
izoentropijski (Cf. odeljak 3.2.5), tj. ako je Sy = 85 .U tom
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sludaju iz relacija (4.14) i (4.15) sledi jednalost:

T T
1 C 2 C
ol oL
5%0) + [ p—ar = %0 + [ o ar (4.16)
o] 0
Ako Je T2 = 0 onda iz ove Jednakosti nalazimo
T
1 C
/ = a7 = sf(0) - £0) (4.17)
0

Gornja reladija odredjuje temperaturu Tl od koje treba
poleti hladjenje da bi se stiglo do apsolutne nule. Jednadina
(4.17) mogla bi imati realnih reSenja za Tl samo ako je njena
desna strana nenegativna., Medjutim, ako prihvatamo tvrdjenje da
se ne mo%e postiéi temperatura apsolutne nule onda mora biti

s%(0) > s7(0) (4.18)
Ako bismo, na slifan nadéin, pretpostavili da se apsolutna nula mo-
¥Ye dostidi promenom parametra x od /4 do & , tj. ako bismo
pretpostavili da je Tl =0 =a 'I‘2 # 0, doZli bismo do zakljudka
da mora biti

s%(0) = s0) . (4.19)
Relacije (4.18) i (4.19) mogu biti kompatibilne jedino ako je

§‘(O) = Sp(O). A to 2znadi da iz tvrdjenja da se ne mo¥e postiéi

sk

s%o)

—

© T

Sl. 11. PonaSanje entropije u blizini apsolutne nule
prema tvrdjenju da se apsolutna nula ne moZe
postiéi (Cf. S1l. 10b).

apsolutna nula sledi samo da razlika entropija ravnoteZnih stanja
koja odgovaraju razlic¢itim vrednostima termodinamilkih parametara
teZzi nuli kad T —=> 0, a vrednost entropije za T = O moZe biti
razlidita od nule, Drugim, redima, iz navedenog tvrdjenja sledi
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da entropija mo¥e da se ponasa kao na Sl.11, a ne iskljudivo kao
na Sl,., 10a.

Postavlja se pitanje da 1li iz tvrdjenja o nemoguénosti da
se postigne apsolutna nuls slede iste osobine termodinamidkih
funkcija odziva kao i iz treéeg zakona termodinamike. Iz odeljka
4,1.2, vidimo da sve osobine termodinamidkih velifina koje smo
tamo ustanovili slede i iz zahteva da razlika entropija teZi nuli
kad T >0, & malopre smo pokazali da ovaj zahtev proizilszi iz
tvrdjenja da ne moZfe da se postigne temperatura apsolutne nule.

Wa prethodno pitanje nadovezuje se pitanje da 1li je treéi
zakon termodinamike stvarno fenomenolofki zakon, u tom smislu da
predstavlja neposrednu generalizaciju eksperimentalnih rezultata.
Drugim redima, zaSto se u treéem zakonu zahteva da entropija teZi
nuli pri T =0 Xkad eksperimentalno proverljive &injenice, o po-
nasSanju termodinamickih funkcija odziva, slede i iz blaZeg zahte-
va kao to je tvrdjenje o nedostupnosti apsolutne nule? Po svenmu
sudefi odgovor na ovo pitanje treba traZiti u intenzivnom razvoju
svih oblasti fizike poéetkom ovog veka., Naime, prema Boltzmann-
ovoj statistidkoj formuli za entropiju, S = k-enP, entropija Jje
proporcionalna logaritmu broja moguéih stanja sistema., Na tempera=-
turi apsolutne nule sistem moZ¥e da se nadje najverovatnije u naj-
ni¥em energijskom stanju, kome u najveiem broju realnih sludajeva
odgovara P = 1, pa je automatski S(0) = 0, ili su pak ostale
karakteristike sistema takve da najnifoj energiji sistema odgova-—
ra viSe moguéih stanja (tako da je P >1), ali je P ipak takav
broj da je entropija po Sestici, tj. odnos kfnP/N, prakti&no
jednak nuli, Ova jednostavna analiza, koJa nije sasvim rigorozna
/15,16/, bila je svakako poznata M.,Planck-u (kome je Boltzmann-ova
formula za entropiju posluZila i pri postavljanju hipoteze o pos~
tajanju elementarnog kvanta dejstva), te je on bio jedan od pred-
lagala stroZije formulacije treleg zakona termodinamike. Zbog toga
se zahtev koji smo mi naveli na poletku ovog poglavlja &esto na-
ziva i Planck-ova formulacija treéeg zakona termodinamike. Konadno,
mo¥emo da zakljudimo da treéi zakon nije potpuno fenomenoloSki
zakon, jer u sebi sadr?i elemente statistidke mehanike,

4, U vezi sa prethodnim odeljkom potrebno je naglasiti da
stav o nemoguénosti postizanja apsolutne nule ni na koji nadin ne
spredava fizicdare da vrde istrafivanja u "blizini" apsolutne nule.
Na niskim temperaturama postoji niz interesantnih pojava, kao Zto
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su superprovodljivost, superfluidnost magnetne kooperativne poja-
ve nuklearnih spinova i slidno /11/, koje se ne mogu zapaziti na
viZim temperaturama. Otkrivanje novih fizidkih fenomena i utvr-
djivanje granica egzistencija poznatih fenomena

osnovni su razlozi koji
navode fizidare da traZe nove metode hladjenja. Danasnje metode
hladjenja omoguéavaju nesmetano izvodjenje eksperimenta na tempe-
raturama od nekoliko mili-Kelvina (mK). Pojedine sisteme, kao Sto
je sistem nuklearnih spinova u &vrstim telima, moguée Je ohladi-
ti i do 10'6K. Da 1i je to blizu apsolutne nule? Mereno na loga-
ritamskoj skali, temperatura od nekoliko mK je skoro isto toliko
blizu témperaturi od 1K koliko je i blizu, samo sa druge strane,
najvi¥a dostignuta temperatura u fiziSkim laboratorijama (=10 'K),
a u odnosu na apsolutnu nulu to je beskonafno daleko., Ipak, ne
treba zaboraviti da su u vreme kad je Nernst formulisao svoju
"teoremu", najni¥e temperature bile vedée od 5K, dok danas postoJji
prilidan broj nadina za hladjenje ispod 1K /17/.

5. Zadatak: Eksperimentalno je uvtvrdjen sledeéi izraz za

toplotni kapacitet u blizini apsolutne nule
Cp = T™(a + bT + e 4 ) (4.19)
P - LE X ] L]

gde je n pozitivan broj, dok su 8,b,c,...funkcije pritiska P,
Pokazati da u blizini T = O samo neogranifene promene pritiska
mogu da izazovu konalno smanjenje temperature.

Refenje: Ako iskoristimo prvu relasciju (4.6) onda koefici-
jent toplotnog 3irenja (2.50) moZemo da zapiSemo na sledeéi nadin:

T
23 k- a7
Vep = =57 = - BT fCP T (4.20)
o]
odakle, koristeéi izraz dat u zZadatku, dobijamo
ne a? b? ¢! 2
Vo(,-P= T (—ﬁ—+mT +;1':2T + ee0) (4.21)

gde su a?’yb?,c’,... izvodi funkcija a,b,c,e.s po pritisku. Pore-
djenjem izraza (4.19) i (4.21) mo¥emo utvrditi sledeéi odnos

T -» conste kad T—»0 - (4022)

Pored toga, iz opite relacije (2.47) nalazimo da adijabat-
skoj promeni pritiska za dP odgovara sledeéa promena temper ure
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0 - P gp (4.23)
e ’ .

Uzimajuéi u obzir odnos (4.22), iz zadnje relacije vidimo da bi
gamo neogranidene promene pritiska mogle, u blizini spsolutne nu-
le, da dovedu do konadne promene temperature, Drugim recéima, ako
pri procesu hladjenja, koji je prikazan ns Sl, 9, parametar x
predstavljs pritisak onda bi razliksa Ti—Tf bila konadéna Jjedino
ako je razlika Xo~Xy beskonadéno veliks,

FAZNI PRELAZI

5.1. Ehrenfest-ova klasifikacija faznih prelaza

"Dragi gospodine Ehrenfest,
srdadno vam destitam na pozivu koJji ste
dobili od Lorentz-a, Izuzev Vas, niko
neée biti sreéniji od mene ako Vi dobi-
jete to mesto u Holandiji. Vi ste jedan
od malog broja teoretifara koji su sadu-
vali svoju prirodnu inteligenciju od
matematicke epidemije",

A.Einstein (7.VI.1912)

1. Prva-Eetiri poglavlja ovog udZbenika sadrie osnove
tzv. fenomenoloske termodinamike reverzibilnih procesa. IzloZeni
materijal je dovoljan za razmatranje bilo kog termodinamidkog
problema vezanog za ona stanja koja su opisana takvim vrednostima
parametara za koje se termodinamidki potencijsli ponafaju kao ana-~
liticke funkci;ie.1 To je u stvari i najveéi broj stanja bilo kog
sistema, Medjutim, postoje i takve vrednosti parametara za koje
termodinamidki potencijali nisu analitidke funkcije. Takve sluda-
Jeve predstavljaju fazni prelazi, Posebna pa¥nja je potrebns da
bi se ovi sludajevi detaljno opisali i ispitali. To ne znadi da
za njih ne vaZe osnovni termodinamidki zgkoni, wveé je samo njihova

1Ovde se koristi termin iz teorije funkcija kompleksne promen-—

ljive. Naime, u modernoj teoriji faznih prelazs definicije
termodinamifkih potencijala proZiruju se i na kompleksne vred-
nosti argumenata. To olaekXava prikszivanje izvesnih teorijskih
rezultata, Narsvno, od fizilkog interesa su samo reslni delovi
argumenate termodinamifkih potencijsla. U gornjem tekstu &ita-
lac moZe pod analitidkom funkcijom da podrazumeva funkeiju koja
se mo¥e razviti u Taylor-ov red,
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primena suptilnijas, moglo bi se €ak reéi fizifki i matematidki
interesantnija, nego u sludaju standardnih termodinamidkih prob-
lema,

Fazni prelazi mogu relativno lako da se definifu i razvrs—

koje odgovarajuéi termodinamilki potencijal ims n-l1 neprekidnih
izvoda. dok n-ti izvod ima skok, a (n+l)-n izvod divergira, tj.
teZi beskonadnosti. Ovo je tzv. Ehrenfest-ova klasifikacija faznih

u savremenoj teoriji faznih prelaza,originalna Ehrenfest-ova kla-
sifikacija dopunjuje se moguénodéu da su svi izvodi do n-tog reda
neprekidni dok n-ti izvod divergirs. Svojevremeno, u drugoj
detvrtini ovog wveka, Ehrenfest-ova klasifikacija je pomogla da se,
polazeéi od velike Sarolikosti uodenih faznih prelaza, utvrdi da

u prirodi postoje uglavnom fazni prelazi prvog i drugog reda., Kas-—
nije su fazni prelazi drugog reda ukljudeni u tzv, kritidne poja-
ve, tako da se danas uglavnom govori o faznim prelazims prvog reda
i o kriti¢nim pojavama,.

2. Zadatak: Zavisnost Gibbs—ovgtermodinamiékog potencijala
od pritiska pri fiksiranoj temperaturi To, koja za odredjenu
vrednost pritiska Po odgovara faznom prelazu prvog reda, prika-
zana je za neki termodinamidki sistem na Sl. 12. Odrediti oblik
odgovarajuée izoterme u ravni (P,V).
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81, 12, Zavisnost Gibbs-ovog termodinamidkog potencijala
od pritiska pri fiksiranoj temperaturi T,. Ksd
je P = P, sistem ima fazni prelaz prvog reds,

ReSenje: Ovaj zadatak mo¥e da se refi grafilki, kao fto je

pokazano na Sl. 13. Naime, prema Sl. 12 moZe da se rekonstruise
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zavisnost slobodne energije F od zapremine V, jer prema drugoj
Gibbs-Helmholtz—ovo]j jednadini (3.23) sledi da odsedci tangenti

T
|
}
l
[
[
[
!
[
|
|
|
v
|
l
|

E\\\¥
] M
-

; 5 foas o v
| i
P } :
—ep(26
F-G P(E——P—)' | !
| |
(36 i
v-(§8), ; |
i 1
-4 A
¥ N
i 1
| ™~
v, vy v

S1l. 13, Odredjivanje izoterme u ravni (P,V) prema
poznatoj zavisnosti Gibbs-ovog termodina-
midkog potencijala od pritiska,

na krivu G(P) odredjuju F, dok su odgovarajuée vrednosti V
odredjene koeficijentima pravca tangenti. Jedino je problem Sto
koeficijent pravca tangente na krivu G(P) za P = P, ima skok,
tako da vrednosti slobodne energije F(V) u intervalu [Vl,Vé] =
[%gdl,tgdé] ostaju, na prvi pogled, nepoznate., Medjutim, sigurno je
da u istom intervalu vrednosti F(V) ne mogu da obrazuju liniju
koja Je na sl. 13, predstavljena isprekidano i &ija je jedna pro-
izvoljna talka oznadena sa A, Takva linija je konkavna, a slobod-
na energija mora biti konveksna funkcija od V(Cf. zadatak 3.3.3.).
Ali ni konveksna linija kao S5to je ona koja na Sl. 13, prolazi
kroz tadku B ne moZfe predstavljati F(V) u intervalu [Vl,Vé],
Jer bi tangenta u istoj tadki "odsecala" (prema sedmoj Gibbs-
Helmholtz~ovo]j jednadini (3.23)) takvu vrednost na vertikalnoj

osi koja ne odgovara podetnoj informsciji u zadatku., Zaistsa,
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tangenti u tadki B odgovara taftka Q na krivoj G(P); tangenti
u tadki Q odgovara koeficijent praveca manji od tgc(l ane u
intervalu [tgdl, tgla]. Prema tome, u pomenutom intervalu F(V)
moZe biti samo prava linija.

Kad se na osnovu poznate krive G(P) rekonstruise kriva
F(V) onda viSe nema problema da se odredi izoterma P(V) - prema
Sestoj Maxwell-ovoj relaciji (3.21) vidi se da P predstavlja ne-
gativnu vrednost koeficijenta pravca tangente na krivu F(V). Tako
nalazimo izotermu koja je predstavljena na Sl. 13, Vidimo da ona
ima oblik poznat iz opSteg kursa fizike u sludsju faznog prelaza
tednost-gas, 8to i predstavlja jedan primer faznog prelaza prvog
reda,

5.2. RavnoteZa faza

1. U okviru ovog paragrafa uglavnom &emo razmotriti fazne
prelaze prvog reda kod jednokomponentnih supstanci u sluéaju kad
se iste mogu posmatrati kao termomehanilki sistemi, tj. kad Jje
2jihovo stanje opisano samo pomoéu pritiska, zapremine i tempera-—
ture. RavnoteZno stanje sistema odredjeno je vrednostima dvaju
parametra, na primer P i T, U ravnoteinom stanju odgovarajuéi
sistem je obidéno homogen, ali ima sludajeva kad Je sistem u ravno-
teZi a sastoji se iz dva dela, razlidite homogenosti, medju koji-
ma postoji kontakt, Takva stanja supstance koja mogu da koegzisti-
raju u termodinamidkoj ravnoteZi nazivemo faze.

Postavlja se pitanje kakve moraju biti vrednosti termodi-
namidkih parametara da bi dve faze mogle da koegzistiraju. PoSto
dve faze Jjedne supstanc%ﬁoéemo da razmatramo kao dva podsistema
Jednog istog termodinamickog sistema, onda na osnovu zadataka
2.5.7+ i 3.,4.3, moZemo da tvrdimo da u sluéaju koegzistencije dve-
Jju faza njihovi pritisci moraju biti jednaki

Py =B, , (5.1)

njihove temperature moraju biti iste

T, =Ty (5.2)

1Bez obzira .na intenzivan razvoj fizike faznih prelaza, za sada
ne postoji opSta definicija faze. Navedena definicija /18/ je
po svemu sudeéi najSire prihvaéena. Ipak, ona ne moZe da se
prodiri na magnetne sisteme, gde do sada nije primeéena koeg-
zistencija feromagnetne i paramagnetne faze.
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i njihovi hemijski potencijali moraju biti Jednaki

My =M (5.3)

Vrednosti pritiska (5.1) i temperature (5.2) odredjuju, po tzv.
Gibbs-ovoj definiciji /14,18/, tadke faznog prelaza prvog reda

(u prostoru termodinamidkih parametara), a u sludaju kad u takvim
talkama faze postanu identilne, onda ka%emo da sistem ima fazni
prelaz drugog reda. Frvo éemo da razmotrimo osobine faznih prela-
za prvog reda.

Ako se podsetimo da su pritisak i temperatura prirodne
promenljive hemijskog potencijala (Cf, relaciju (3.57)) i ako pri-
tisak i temperaturu pri kojima faze koegzistiraju oznadimo sa P
i T onda prethodna tri uslova moZemo da napifemo u obliku

Ay(ByT) = M(P,T) (54)

U prostoru (m,P,T) funkcionalna zavisnost /“l(P,T) odredjuje iz-
vesnu povrd iznad ravni (P,T). Na isti naéin u ovom prostoru
MQ(P,T) odredjuje neku drugu povrSe. Iz relacije (5.4) sledi da te
dve povrii imaju zajednidku liniju koja predstavlja ili njihowvu
liniju dodira (tangiranja) ili liniju njihovog preseka, Prvi slu-
&aj ne dolazi u obzir ukoliko su Ehrenfest-ova i Gibbs-ova defi-~
nicija faznog prelaza prvog reda kompatibilne. Stvarno, hemijski
potencijal m je, u stvari, Gibbs-ov termodinamicéki potencijal
po Zestici (Cf. odeljak 3.4.1), pa ako bi relacija (5.4) odredji-
vala liniju tangiranja povrsi /“l(P,T) i /“E(P,T) onda bi to zna-
¢ilo da za odgovarajuée vrednosti F i T Gibbs-ov potencijal
ne bi imao skok u svojim prvim izvodima, &to bi bilo u suprotnos-
ti sa Fhrenfest-ovom definicijom. FPrema tome, ostaje jedino mo-
guénost da se povrsi /Ml(P,T) i M ,(P,T) seku, kao Eto je prika-
zano na Sl. 14,

Projekcija linije preseka M ,(P,T) s#,(?,T) na ravan
(P,T) odredjuje tzv. krivu fazne ravnotefe., U sludaju primera sa
S1.14, za one vrednosti pritiska i temperature kojima odgovaraju
tatke levo od krive fazne ravnote¥e u ravni (P,T), sistem, ako
je u ravnoteZi, nalazi se u fazi 1, dok se za vrednosti P i T
desno od iste krive sistem nalazi u fazi 2, To sledi iz d&injenice

da je levo od krive fazne ravnoteZe hemijski potencijal,ﬁl manji
od hemijskog potencijala,btz, a desno od iste krive situacija je
obrnuta (Cf. teoremu 2 iz odeljka 3.2.1). Faza 2 moZe postojati i
za neke vrednosti P i T 1levo od krive fazne rawvnoteZe, isto
kao $to faza 1 moZe postojati desno od ove krive, ali se onda
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sistem ne nalazi u ravnoteZfnom stanju veé u tzv. metastgbilnom
stanju.!

M

FAZNE
RAVNOTEZE

Sl. 14, Linija talaka faznih prelaza prvog reda,u1=,u2.
Koordinatni podetak na slici ne odgovara
nultim vrednostima T,P i M.

Prema tome, i s Jedne i s druge strane od krive fazne
ravnotefe sistem je u stanju ravnoteZe homogen, dok je za vred-
nosti pritiska i temperature kojima odgovaraju tadke na ovoj kri-
voJ sistem nehomogen - tada koegzistiraju dve faze sistema, Dru-
gim redima, ako sistem ufestvuje u nekom reverzibilnom termodins-
midkom procesu, pri kome se pritisak i temperatura menjaju tako da
odgovarajuéa kriva u ravni (P,T) sede krivu fazne ravnotede kaza-
prelazi iz jednog homogenog stanja u drugo homogeno stanje prola-
zeéi kroz stanja nehomogenosti®, odnosno stanja raslojenosti na
dva homogena dela, Da su u pitanju stanja nehomogenosti a ne jedno
stanje, bez obzira Zto se radi o jednoj tacdki preseka dveju krivih
u ravni (P,T), mo¥e se videti ako se ravnotefa faza prika¥e u
koordinatnoj ravni &¢ija jedna osa predstavlja zapreminu, na primer
u ravni (P,V) kao na Sl. 15b. U tom sludaju, za datu koli&inu sup-
stance, stanjima u kojima faze koegzistiraju odgovarade odred;jena

1Hemijski potencijal ravnoteZnih stanja predstavlijen je na Sl.1l#4.
levim delom povrsi /41 i desnim delom povréi/uz.

2Pri tome su pritisak i temperatura konstanti i odgovaraju
tacki preseka gore pomenutih krivih,
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oblast u ravni a ne samo jedna kriva. To sledi iz dinjenice da
specifidne zapremine nisu iste, a kolidina supstance koja se nala-
zi u jednoj od faza menja se u toku procesa.

b P)

BL---

T

@)

Sl1. 15. Kriva fazne ravnotefe (a) i odgovarajuéa
oblast koegzistencije faza u rawmi (P,V)(b).

Ovde se nameée pitanje koliki se deo supstance nalazi u
fazi 1 a koliki u fazi 2 kad &itav sistem ima zapreminu V (Cf.
51,15b). Odgovor na ovo pitanje nije ted3ko naéi ako imamo u vidu
da se stepen homogenosti faza ne menja u toku prelaza, $to znadi
da specifidne zspremine ostaju nepromenjene, tj. u toku prelaza
bilo koja koliéina faze 1 i bilo koja kolidina faze 2 imsaju res-
pektivno specifidne zapremine Vl/M i VZ/M’ gde je M ukupna
masa posmatranog sistema, Prema tome, ako sa X ozhadimo relativ-
ni deo supstanci u fazi 1 onda moZemo postaviti sledeéu Jjednakost

\'s \'
—ﬁ-—=X—M1'—+(1—X)—M2—-, (505)

odakle sledi da je odnos kolidine supstance u fazi 1 prema kolidi-
ni supstance u fazi 2 odredjen relacijom

% V2 -V
el e ol (5-6)

Ova jednostavna relacija poznata je pod nazivom "pravilo poluge".

2. Jedna ista supstanca mo%¥e da ima viSe faza., Analogno
razmatranju u prethodnom odeljku moZemo tvrditi da tri faze jedne
iste supstance mogu da koegzistiraju ako imaju iste pritiske, tem~
perature i hemijske potencijale

Pl = P2 = P3 ’ Tl = T2 = T3 i /"Ll =/42 3/'4'3 (5-7)
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Posto je hemijski potencijal, u opftem sludaju, funkecije pritiska
i temperature onda prethodne uslove moZemo da napiSemo u obliku

M (B, T) = Mo(PyT) 1 MH(R,T) =A4s(P,T) (5.8)

Matematidki posmatrano, relacije (5.8) predstavlijaju dve jednadi-
ne sa dve nepoznate, &ija refenja predstavljaju izolovane tacke u

je triju faza, odnosno tadke preseka triju linija fazne ravncteZe

Gy =Fos po = M3y M3 =/Hq5 CE. S1.160).
P a P ¢

T =T

S1, 16. Odnos trojne tadke i krivih fazne ravnoteZe:
(a) realan sludaj i (b) nemogué sludaj.

Najpoznatije trojne tadke su talke koegzistencije triju
sgregatnih stanja svake supstance (izuzev He3 i He ; Cf. ode~
ljak 5.4.3). Za vodu ova talka je odredjena parametrima

2 .
Pﬁ- = 610 N/m i T4, = 273,16 K.

Cetiri faze jedne iste supstance ne mogu da koegzistiraju.
To sledi iz primedbe da bi analogni uslovi koegzistencije kao &to
su uslovi (5.7) doveli do zahteva da tri jednaline sa dve nepozna-
te imaju jedinstvena reSenja, Sto je nemogude. Naravno, &etiri 1i-~
nije u rawmi (P,T) mogu da se seku u jednoj tadki, medjutim ne
treba zaboraviti da se ovde radi o linijama koje su projekeije
preseka detiri povrEi odredjenih osobina (Cf. Sl.14).

3+ Zadatak: Pokazati da ne moZe postojati fazni dijagram
kao na 51,16b,

ReSenje: Prema S1.16b. vidi se da u oblasti 2 i 3 povrs
hemijskog potencijala faze 1 leZi ispod povrSi hemijskih potenci-
jala 2 i 3 (&italac moZe u to da se uveri, najjedncstavnije, ako
Jednu tanju svesku rastvori na detiri dela, kao na S7 .14, i ako
sredinu sveske postavi iznad krive koja deli oblasti 2 i 3, a
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ispod sveske postavi trouglasti lenjir tako da simulira POVTé/Al).
Prema teoremi 2 iz odeljka 3.2.1, to znadi da u oblasti 2 i % sis-
tem moZe da bude u ravnoteZi samo ako je u fazi 1, dok bi u ob-
lasti 1 sa S1.16b sistem morao da bude ili u fazi 2 ili u fazi 3
u zavisnosti od vrednosti pritiska i temperature,

4, Zadatak: Pri feznim prelazima prvog reda sistem apsor-
buje ili predaje okolini izvesnu kolilinu toplote. To je tzv,
latentna toplota, Pokazati da ako faza 1 neke supstance egzistira
samostalno pri niZim temperaturama od temperatura samostalne eg-—
zistencije faze 2, onda se pri faznoj promeni 1-*2 apsorbuje

toplota.

ReSenje: PoSto se fazni prelaz realizuje pri konstantnoj
temperaturi (Cf. odeljak 5.2.1) onds jednostavna integracija jed-
nadine (2.43) daje sledeéi izraz za razmenjenu kolidinu toplote

Q = T(Se - Sl) 1 ] (5-9)

gde su 82 i S1 entropije faze 2 i 1 respektivnos Ako kolidinu
toplote i entropiju redunamo po destici, tj. ako levu i desnu
stranu jednakosti (5.9) podelimo sa ukupnim brojem Jestica u sis-
temu, onda prethodni izraz moZemo da pifemo u obliku

q = T(s; - &) (5.10)

S druge strane, znamo da se fazni prelaz realizuje i pri
konstantnom pritisku, Sa Sl. 14. vidimo da presek povrEi hemijs-
kog potencijale ravnoteZnih stanja sa ravni P = const., izgleda kao
na Sl. 17. Odavde moZemo da zakljudimo da je pri temperaturi prelaza

Lo, > (—gium?—)P . (5.11)
Ml

Ay

>T

Sl. 17. Zavisnost hemijskog potencijala od temperature
pri konstantnom pritisku koji odgovara faznom
prelazu prvog reda,
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Iz Gibbs-Duhem-ove relacije (3.59) sledi veza izmedju
entropije po estici i parcijalnog izvode hemijskog potencijala

S = -("%—aa )P 1] (5.12)

tako da odnos (5.11) moZemo prepisati na sledeéi nadin

Prema tome, nalazimo da je q iz relacije (5.10) pozitivna veli-
dina, Sto znadi da sistem stvarno apsorbuje toplotu pri faznom
prelazu 1 -—>2,

5¢3e Clausius—-Clapeyron-ova jednadina i Ehrenfest-ove

Jjednadine

1. Iz uslova fazne ravnoteZe (5.4) sledi relacija koja
povezuje nagib krive fazne ravnotefe sa velidinama po kojima se
faze razlikuju, Diferenciranjem jednadine (5.4) po T, pretpostav-
1jajuéi samo one vrednosti T i P koje odredjuju krivu fazne
ravnote?e, nalazimo

My M1 ap My My gp
ST -+ 3F— aqr 3T * 3T —dr (5.14)

gde prisustvo istog &lana —%%— 8 leve i s desne jednakosti nagla-
Sava da je u pitanju diferenciranje duZ odredjene krive u ravni
(P,T). Koristeéi relaciju (5.12) i sli&nu relaciju

vV = (_24—)111 [y (5.15)

koja takodje sledi iz Gibbs-Duhem-ove relacije, jednadinu (5.14)
moZemo da prepiSemo na sledeéi nadin

ap Sp -5
al‘ V2 - Vl

a odavde i iz formule (5.,10) nalazimo

apP
= P 01
-3 T(;;%}:aj‘ (5.17)

Ovo je ppznata Clausius-Clapeyron-ova jednalina. Ona odredjuje
nagib krive fazne ravnote¥e u ravni (P,T). Iz nje, na primer,

’ (5.16)
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sledi da je kriva fazne ravnotefe izmedju tednog i gasovitog ag-
regatnog stanja neke supstance, tzv, kriva ispravanje, ima uvek

pozitivan nagib (—%ﬁ— >0). Zaista, zapremina po Zestici manja Jje
u teénom stanju nego u gasovitom (v1-<;v2) i, pored toga, tedno
stanje samostalno egzistira na niZim temperaturama od temperatura
samostalne egzistencije gasovite faze (q > O).

2. Prema originalnoj Ehrenfest-ovoj definiciji u sludaju
faznog prelaza drugog reda prvi izvodi termodinamilkih potencija-
la su neprikidni, dok drugi izvodi skokovito menjaju svoje vred-
nosti. To, na primer, znadi da se entropija i zapremina menjaju
Fontinuirano (Cf. relacije (5.12) i (5.15)). Tako je tada latent-
na toplota jednaka nuli (82 = Sl), pa Clausius~Clapeyron-ovu jed-
nadinu (5.17) ne bismo mogli da primenimo za analizu faznog dija-
grama tamo gde se neka kriva fazne ravnoteZe zavrsava talkom faz-
nog prelaza drugog reda, ili prelazi u liniju faznih prelaza dru-
gog reda,

U takvoj situaciji Ehrenfest je levu stranu relacije (5.16)
izjednadio sa graniénom vrednoséu desne strane, PoSto se na desnoj
strani relacije (5.16) pojavljuje odnos tipa 0/0,diferenciranjem
brojitelja i imenitelja po T i P dobija se

'3—"!')_ ) _g__sr_,._ a'r /(WL qu) Ac /J:TA ] (5.18)

ad_f: zs; as,)/(av, ’DV4 =-A(%)P/A(§¥-)T ’ (5.19)

de su u stvari brojitelj i imenitelj relacije (5.16) prvo pomno-
%zeni sa ukupnim brojem Zestica u sistemu, tako da se pojavljuje S
unesto s, 1 V umesto v. Pored toga iskoriSéene su relacije
(3.50) i (#.6), a simbol A oznacaga skok u drugim,izvodima termo-
dinamidkih potencijala (CP = —T( ) é;%— = T?TgP— o
Iz relacija (5.18) i (5. 19) slede tzv. Ehrenfest-ove jed-
nadine

Acp = -2 AL, (5.20)
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Treba primetiti da prva jednadina odredjuje skok toplotnog kapa-
citeta u funkciji od skoka izotermske kompresibilnosti, a druga
jednadina odredjuje skok koeficijenta toplotnog ¥irenja takodje
u funkciji od skoka izotermske kompresibilnosti u talki faznog
prelaza drugog reda,

3. Zadatak: Na niskim temperaturama neki metali i legure
postaju superprovodnici. U superprovodnoj fazi zepaZa se protica-
nje elektri¢ne struje bez otpora. Ovu pojavu je otkrio Kamerlingh
Onnes 1911, godine. Kasnije, 1933. godine, W,Meissner i R.Ochsen-
feld utvrdili su da se sistem u superprovodnoj fazi ponééa kao
idealan dijamagnetik - u superprovodnoj fazi magnetna indukcija
B Jje jednaka nuli. To je tzv. Meissner-ov efekt. Medjutim, kad
spoljasnje magnetno polje postane veée od odredjenog kriticnog
polja HC(T), superprovodna faza 8 nestaje i sistem prelazi u nor-
malnu metalnu fazu n, Prelaz je prvog reda za T—<< To' dok je za
T = To i H, =0 prelaz drugog reda., Na Sl. 18. prikazana je za-
visnost kritiénog polja Hy, od temperature u sludaju nekoliko
tzv, superprovodnika I vrste.

He (0e)

-~ _Pb

¢oo X v
o~ N\
Hg i

300

4 ; T 1K)

81. 18. Zavisnost kritiénog polija superprovodnika
od temperature. Superprovodna faza egzistira
ispod krive HC(T) a normalna iznad iste krive.

Odrediti latentnu toplotu prelaza s-» n pri T<T, i
razliku toplotnih kapaciteta superprovodne i normalne faze,

ReZenje: U bilo kojoj talki na krivoj HC(T) hemijski po-
tencijali superprovodne i normalne faze moraju biti jednaki., To
znadi da su Jjednaki i odgovarajuéi Gibbs~ovi termodinamidki potene
cijali

a(m) _ (8 (5.22)
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i njihovi odgovarajuéi prirestaji
act® . ac(®) |, (5.23)

Poito je glavna termodinamidka razlikas izmedju dveju faza
njihovo ponafanje u magnetnom polgu (efekte izazvane promenom pri-
tiska zanemarujemo) za G'\B/ i Gr(S koristiéemo izraz (3.25). Prema
Born-ovom &etvorouglu sa Sl. 7. i prema relaciji (5.23) nalazimol

—S(n)dT _/qu(n)d_Hc = —S(s)dT —ﬂOM(s)dHc, (5024)

gde su M(n) i M(s) projekcije na pravac polja ukupnih magnetnih
momenata sistema u normalnoj i superprovodnoj fazi, respektivno.2
Na slidan nadin su oznalene i odgovarajuée entropije.

Iz jednakosti (5.24) mo¥emo dobiti slededi izraz

dH, s(m)_g(s)

-~ =,u°(m(n)-m(s)) . (5425)

Ovaj izrasz je analogan Clausius-Clapeyron-ove jedna&ine (5.16).
U opitem sludaju postoji sledeéa veza izmedju magnetne indukeije
TL jadine magnetnog polja ' i magnetizacije sistema M

B= puE+ o (5.26)

U sludaju supergrovodne faze B =0 pa odatle sledi da je M= Jﬁ,
tako da za M(s moZemo pisati

m® . va, (5.27)

gde je V =zapremina sistema. S druge strane, u normalnoj fazi me-
tali su (izuzev feromagnetnih metala kao Sto Je gvoidgeg gotovo
nemagnetni tako da Jje \Zz =0 1 3B =/u,;ﬁ y Oodnosno M B) = 0. Pre-
ma tome, iz relacije (5.25) nalazimo

aH
S(n) - S(s) = _/‘bVHc _Mc— . (5.28)

1Ovde treba ponoviti primedbu iz odeljka l.6.3. da se za sve oplte
formule, koje za magnetne sisteme slede iz osnovnih zakona termo-
dinemike, razlike izmedju CGSM i BI sistema jedinica sastoji je-
dino u tome Sto se u drugom sludaju H mnoZ¥i sa konstantom Mg.
Medjutim, formule koje su direktne karakteristike sistema, kao Zto
su jednadine stanja, ispoljevaju vede razlike. U gornjem primeru
ove druge formule su jednostavnije u SI sistemu,
2Pretpostavl;]amo da Je sistem izotropan i da je u obliku tankog i
dugadkog cilindra &ija je osa paralelna sa pravcem jadine polje
H, 8 za polje pretpostavljamo da je homogeno.
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a odavde, mnoZenjem leve i desne strane jednskosti sa T, dobija-
mo izraz za latentnu toplotu prelaza

Q = 258y o _ 4 v B -ggi . (5.29)

aH

Posto Je prema eksperimentalnim podacima —ET9~ negativna
velidina (Cf. Sl. 18), iz prethodne relacije zakljudujemo da je
S(n),> S(s « U statistidkoj mehanici biée pokazano da je entropi-
Ja u izvesnom smislu mera neuredjenosti sistema, To onda znaéi da
Je superprovodna faza uredjenija od normalne faze. Pored toga, iz
istedﬁelacije (5.29) vidimo da je Q = O u sludaju T = O, kad
Je —HTE— = Os (u skladu sa treéim zakonom termodinamike, Cf. rela-
cije (#.6)), i sludaju T = To kad je H, = O.
¢

Diferenciranjem jednadine (5.28) po T a zatim mnoZenjem

sa T nalazimo

(n) (s) df
T S - B AV g (B (5.30)
Sto moZemo pisati i u obliku
n 2
dH d~H
c(s) _ o(m) = p VT (TTE") + p VTH, 71?1'% . (5.31)

gde su C(s) i C(n) toplotni kapaciteti superprovodne i normalne
faze, respektivno. Relacija (5.31) mofe da se iskoristi za odre-
djivanje razlike u toplotnim kapacitetima na osnovu eksperimental-
nih podataka o magnetnom ponafanju superprovodnika,

Konadéno, u sludaju kad je T = T, i H, = 0 iz relacije
(5.31) dobijamo
2

an
(o= - C(n))T=To ’/"'oVTo(‘ﬂ'% =T, (5.32)

Ovo je tzv., Rutgers-ova jednalina. Ona odredjuje skok toplotnog
kapaciteta superprovodnika u talki faznog prelaza drugog reda. Vi-
dimo da taj skok moZ%e da se odredi na osnovu merenja nagiba krive

HC(T) za T =T,

S5e¢4. Krititna talka

1, Fazni prelazi kod superprovodnika, koje smo razmotrili
u prethodnom paragrafu, predstavlijaju jednu od malog broja situacija
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kad se linija faznih prelaza prvog reda zavrSava tadkonm faznog
prelaza drugog reda: (Cfo S1.18). U opftem sludaju, linija tadake
faznih prelaza prvog reda, ako se ne grana u druge sli&ne 1linije,
zavriava se tzv, kriti¢nom tafkom, ili prelezi u liniju kritidnih
tadaka. Ovde Cemo razmotriti najjednostavniji sluaj kritidne tad-
ke kad dve faze predstavljaju dva agregatna stanja neke jednokom~
ponentne supstance. Pored toga, proudiéemo kritidne tadke u kojima
feromagnetna faza prelazi u paramagnetnu fazu.

2, Fazni dijagrami u ravni (P,T) za skoro sve jednokompo-
nentne supstance izgledaju kao dijagram na Sl. 19a, gde Srafirana
oblast prikazuje one vrednosti P i T za koje se supstanca na-
lazi u &vrstom-kristalnom stanju. Izuzetsk je helijum, koji pred-
stavlja jedinu supstancu u prirodi koja se u blizini apsolutne nule
nalazi u telnom stanju (Cf. Sl. 19b i c). Prvo éemo prouditi stan-
dardni dijagram,

P [~y pi
<7 TN Hel
B \
R > ¢
! ’I A UNwA
R, === i il
Te ! /y/ He ¢ C
1 A= .
o T Te T O T O T
(a) [£)] fc)

Sl. 19. Fazni dijagrami jednokomponenE ih supstanci:
(a) standardni sludaj, (b) He™ i (c) HeZ.

Oblast egzistencije Cvrste faze ogranidena je krivom sub-

limacije (koja se protefe od koordinatnog poSetka T = 0 i P = O

do trojne tadke) i krivom topljenja. Kriva sublimacije predstavlja
krivu fazne ravnotefe izmedju &vrstog i gasovitog agregatnog sta-

nja. Treba primetiti da u skladu sa treéim zakonom termodinamike
(cf, relaciju (4.7)), ova kriva tangira T-osu u blizini T = O.
Kriva topljenja predstavlja krivu fazne ravncte¥e &vrste i te&ne
faze, Kriva sublimacije i kriva topljenja sastaju se u trojnoj
talki sa krivom isparavanja, koja predstavlja krivu fazne ravno-

te¥e telne i gasovite faze,

Kriva isparavanja polinje u talki egzistencije sva tri
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agregatna stanja, a zavrBava se tzv, kritiénom tadkom, U blizini

ove tatke ponaganje sistema Je veoma necbidéno. Pre svega, iznad
temperature Tc i iznad pritiska Pc’ koji zajedno odredjuju kri-
tidnu tadku C (Cf. Sl.19a) a koje respektivno zovemo kritidna
temperatura i kritidni pritisak, ne postoje razlilite faze odgova-

rajuée supstance. Drugim redima, razlike medju fazama nestale su
u kritidnoj tadki - faze su postale identilne,

P T
Pob-----
'
1 : '
i i '
1 1
1) I : A
! ! ' T<T<H<T
Kt ! ! 6
; ' i
Vi Ve Yo v
Sl. 20. Shematski prikaz izotermi (Ty,To,T koje

prolaze kroz oblast koegzistencije’fedne i
gasovite faze (oblast ogranidenu krivom KLCKG),

Na S1. 20. shematski je predstavljeno nekoliko izotermi
koje odgovaraju temperaturama manjim od kritidéne i koje prolaze
kroz cblast koegzistencije telne i gasovite faze (Cf. S1. 13 i S1.
15). Vidi se da razlika VG/M - VL/M (ovde je M ukupna masa siste-
ma), izmedju specifidnih zapremina gasa i tednosti (1liquidum),
postaje sve manja kako se temperatura poveéava i pribliZava kritié-
noj temperaturi, Na kritilnoj temperaturi specifiéne zapremine ga-
sa i tednosti, pa prema tome i odgovarajuée gustine, postaju jed-
nake, a time nestaje kvantitativna razlika izmedju odgovarajuéih
faza,

Po&to u kritic¢noj talki nestaju razlike medju fazama, to
znadi da ako parametre stanja sistema menjamo tako da zaobidjemo
kritiénu tadku (odgovarajuéi procesi predstavljeni su isprekida-—

nuirane promene faza, pri demu ni u jednom momentu ne bi doSlo do

raspadanja sistema na dve faze niti bi se bilo koji parametar sta—
nja skokovito promenio. Kako ovo zaobilafenje moZe da prolazi i
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beskonadno blizu kritiéne talke, odatle sledi da funkcije stanja
sistema (entropija, unutra$nja energija itd.) ne ispoljavaju sko-
kovitu promenu u kritiénoj tafki. Posebno, to zna&i da u kritié-
noj tadki latentna toplota postaje jednaka nuli. Funkcije odziva
u kritidnoj tafki, za razliku od faznog prelaze drugog reda, mogu
da divergiraju, kao Sto indiciraju eksperimentalni rezultati za
Ar na Sl. 21. prema referenci /19/.

Cylcal/mol-K)
A

20|

15}~

10-

\

i

I
130 150

" K

81, 21. Zavisnost specifiéne
toplote Cy argona od
temperature u okolini
TC izaV = VC.

Postavlja se pitanje da 1i
se i kriva topljenja zavr3ava
kritidnom tackom, Ovo pitanje je
staro isto toliko koliko i sam
pojam kritidne taclke, kao Sto se
vidi iz sledede primedbe iz &lan-
ka T.Andrews-a, u kome on saop-
gtava o svom otkridu kriticéne
talke na krivoj isparavanja kod
CO,: "Jedan daleko te%i problem
ostaje da bude resen - moguéa
kontinuiranost izmedju tedénog i
¢vrstog stanja materije... Ali
ovo mora biti predmet buduéih
istraZivanja"™ /20/. Bez obzira
8to Jje postavljeno pitanje veoma
staro, do danas nije dat defini-
tivan odgovor, I za najveée pri-
tiske koji se mogu realizovati u
laboratorijskim uslovima nije
primeéeno da se kriva topljenja
zavriava kritiénom tacfkom, Dok
neki fizilari veruju da ni za

veée pritiske ne moZe biti primeéena kritidna tadka, zbog princi-
pijelne razlike u simetriji izmedju tedne i kristalne faze koja ne
moZe neprimetno da se pojavi ili nestane, drugi veruju da pri ve-
likim pritiscima, kakvi postoje unutar zvezda, sve supstance pre-

laze u stanje jonizovane plazme, Cak i pri najnifim temperaturama,
tako da tada nema skokovitog prelaza izmedju kristalnog, tenog i

gasovitog stanja.l

lOsnovne osobine jonizovane plazme &italac moZe da upozna

iz udZbenika /21/.
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3« Na podetku prethodnog odeljka pomenuli smo da je heli-
Jum jedina supstanca u prirodi koja se u blizini apsolutne nule
nalazi u teénom stanju. Ovde éemo navesti osnovne karakteristike
faznih dijagrama He4 i He3. U stvari, dugo se verovalo da je heli-
Jum najinertniji gas i da ne moZe biti kondenzovan u teéno stanje.
Ipak, Kameringh Onnes je 1908. godine uspeo da konderizuje helijum.

Prema savremenim merenjima kriti&na talka tednost-gas za
He* ima u revni (P,T) sledeée koordinate Pg = 2,24 atm i T, = 5,19K
/22/. Krive topljenja asimptotski sedel P-osu tek kad je P = 24,96
gtm. Ono sto Jje kod He4 najinteresantnije to je da se levo od tzv.
tatki P = 0,0497 atm i T = 2,172 K a sa krivom topljenja u tadki
P =29,7atm i1 T = 1,763 K, pojavijuje tzv, superfluidna faza., Ova
feza ima niz najneobiénijih osobina od kojih je najzapaZenija bez-
viskozno - superfluidno proticanje kroz kapilare malih poprednih
preseka.2 Prelazzk iz normalne faze (HeI) u superfluidno fazu (He II)
i obratno, praéen je nizom kritidénih pojava. U tom smislu X-dinija
predstavlja jedan od najlep$ih primera linije kritiénih tadaka.

VaZno je da se zapazi da su fazni dijagrami na Sl. 19
predstavljeni shematski i nesrazmerno, sa ciljem da se istaknu
skoro svi delovi dijagrama., Na primer, kad bi osa P 3imala Jednu
linearnu skalu donji kraj ;K-linije le¥ao bi gotovo na T osi
(P> 0,05 atm) 2ko bi na istom crtefu bio predstavijen i drugi
kraj A-linije (P = 30 atm). Ipak na Sl. 19b nije bilo moguée po-
kazati da kriva topljenja asimptotski sefe P osu pod pravim ug-
lod, 3%—*0, kod T -»0, u skladu sa treéim zakonom termodina-
miike. (Cf. drugu relaciju (4.7)). To se Jasno vidi na Sl. 22, koja
je nacrtana prema postojeéim eksperimentalnim podacima.

Ibvde je termin "asimptotski" upotrebljen u sledefem smislu, Kri-
va topljenja He™ kao funkcija temperature poznata Jje samo do onih
najnizih temperatura koje se danas mogu realizovati u laboratori-
ji (Cfe 4.2.4.), a nepoznata je na ditavom "beskona&nom putu"
gako se temperatura meri na logaritamsko] skali) do apsolutne
nule, Tako pomenuta tadka preseka predstavlja ekstrapolaciju poz-
natih tadaka krive topljenja, mada nikad ne postaje njen sastavni
deo, sliéno tome kao Sto se asimptota neke krive nikad ne spoji
sa samom krivom,.

2Osobine superfluidne faze moguée Jje obJjasniti samo pomoéu kvant-
ne statistidke mehanike /23/.
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P=Fuin (/O'Lfm)

o,k X3 98 T(k)

Sl. 22. Zavisnost krive topljenja He4 od temperature
u blizini apsolutne nule (Cf. Sl. 19b).

P{éar) L T ¥ T T T
= ¥ —
i T ——
sz
20 rFA A
NORMALNA FERMI-EVA |
[ TEENOST
40 g
3 L ] 1 13 —Y
° 1 3 40 S0 400 300 4000 T(mK)

Sl. 2%, Fazni dijagram He3 u blizini apsolutne nule.

Prethodna primedba jo¥ je umesnija u sludaju He? (ct.
81. 19¢). Kritiéna tadka kojom se zavrSava kriva fazne ravnoteZe
tednost-gas za He3 le?i skoro dva puta niZ¥e u ravni (P,T), Jer
Jje Pc = 1,133 atm a TC = 3,309 K, nego odgovarajuéa kritiéna tad-
ka za He', Pored toga kriva topljenja za He” asimptotski sede P
osu u tatki P = 33,87 atm i T = 0, Sto znali da moZemo reéi da
u blizini apsolutne nule He3 prelazi u &vrsto stanje tek pri pri-
tisku od oko 34 atm. Na S1. 23. prikazan je deo faznog dijagrama
He3 prema postojedéim eksperimentalnim podacima, Vidi se da je ko-
eficijent praveca krive topljenja u blizini T = 0 jednak nuli, Na
istoj slici prikazane su oblasti, A i B , u kojima He3 ima slicéne
osobine kao He4 u superfluidnoj fazi, Oblasti A i B odeljene su
od oblasti u kojoJ se He3 ponaZa kao tzv. normalna Fermi-eva
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tefnost linijom kritifnih tadaka, dok linija koja razdvaja oblas-

ti A i B predstavlija liniju tadaka faznih prelaza prvog reda, Fa-
ze A i B razlikuju se po svom ponafanju u magnetnom polju. Njiho-
ve osobine predstavljaju predmet savremenih teorijskih i eksperi-
mentalnih istra¥ivanja, Ovde treba primetiti da su faze A 1 B
otkrivene gotovo 35 godina posle otkriéa superfluidne faze He4
(1938-1972), &to nije &udno ako se zapazi da se faze A i B pojav-
1juju na skoro hiljadu puta ni%im temneraturama.

T(K) T T T T
NORMALNA
e FAZA
16 A-Linizn .
42 | SuPERFLLUDNA .
FAZA
Tt . |
o8 !
OBLAST |
o4 KOEGZISTENCIVE FAZA
1
t
1 | | I | 3
o 20 40 60 Xy 80 XX He

Sl. 24, Uticaj smede He’ i He4 na superfluidnost Heu.

Na kraju ovog odeljka umesno je da se postavi pitanje ka-
ko prisustvo jednog izotopa He utide na termodinamidko ponalanje
drugog izotopa.l Na 8l. 24 prikazan je fazni dijagram He4 u zavis-
nosti od procentualnog prisustva2 Hea. Vidimo da se A-linija pro-
teZe do veoma visckog procenta Hea. U tzv. trikbitiénoj talki,

Ty = 0,87 K 1 x¢ = 67% /26/, A-linija se radva u dve linije
faznih prelaza prvog reda, Ove dve linije ogranidavaju oblast ko-

egzistencije superfluidne i normalne faze, Za odgovarajufe vred-
nosti T i x u gravitacionom polju superfluidna faza leZi ispod
normalne faze, posSto ima viSe teZih izotopa He4, nego normalna faza

iy prirognoj smeSi na oko milion atoma Heu dolazi jedan
atom He?,

3

2Uticaj risustva He4 na fazni dijagram He

f s kao 3to je onaj
na Si, 23, do sada nije ispitivan.
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na slidan nadin kao $to se u oblasti koegzistencije telne 1 gaso=-
vite faze neke supstance tedna faza nalazi ispod gasovite faze,

4, Ovde treba naglasiti da su fazni dijagrami na Sl. 19,
Sl. 22 i 81. 23 u izvesnom smislu nekompletni ~ izostavljene su
&itave linije faznih prelaza prvog reda unutar Srafiranih oblasti,
tj. za one vrednosti P i T =za koje se sistem nalazi u &vrstom
stanju. Takve linije ogranidavaju oblasti egzistencije razli&itih
kristalnih struktura. (na primer, kod He4, i kod Hea, moguée su
tri vrste kristalne strukture). U ovim oblastima neke supstance
(na primer Fe, Ni, Co, CrBrB, Eu0) mogu da imaju linije kriti&nih

onim vrednostima pritiska i temperature kad se kristal nalazi u
feromagnetnoj fazi, a drugi deo odgovara paramagnetnoj fazi. Takve

praksi su za to potrebni veoma veliki pritisci), ili promenom tem-
perature pri fiksiranom pritisku.

Osnovna karakteristika feromagnetne faze Je postojanje tav.
spontane magnetizacije kad Jje spoljasnje magnetno polje Jednako

nuli. Prelaskom u paramagnetnu fazu spontana magnetizacija nestaje
i obratno, prelaskom iz paramagnetne u feromagnetnu fazu spontana
magnetizacija se pojavlijuje.

M 4

O < Hy
<H>
<Hsx
<Ha

87

»T

S1l. 25, Shematski prikaz magnetizacije Jjednodomenskog
feromagnetika za razlidite vrednosti jadine spo-
ljadnjeg magnetnog polja (Hj < Hj,1). Sve krive
za H £ O asimptotski se pritliiavagu krivoj za
H=0%ko0od T 0.
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Na S8l. 25 shematski Jje prikazana magnetizacija idealnog
sludaja jednodomenskog feromagnetika za nekoliko razliditih vred-
nosti jadine polja, ukljudujuéi i spontanu magnetizaciju (H = 0).
Ono Sto razlikuje feromagnetnu fazu od paramagnetne faze jeste
spontana magnetizacija MO(T) koja teZi nuli kad se povelava tem-
veratura, tj. kad T-—T, . Na slifan nadin konadna razlika speci-
fidnih zapremina VG/M - VL/M, odnosno razlika gustina ©1 - £ =4y
diskriminiSe teénu i gasovitu fazu neke supstance, a kad tempera-
tura raste i pribliZava se kriti&noj temperaturi odozdo (T —>T.7)
onda A€-» 0. To je jedna od prvih formaelnih sliénosti izmedju kri-
ti&ne tafke kod feromagnetika i kritiéne talke tednost-gas. O ne-
kim drugim slidénostima biée redi u sledeéem paragrafu.

5.5, Kriticni indeksi

1. PonaSanje sistema u blizini kritiéne talke je zaista
fenomenalno = osnovne funkcije odziva sistema divergiraju. Zbog
toga ni eksperimentalan ni teorijski pristup kriticnim pojavama
nije jednostavan, pa izulavanje ovih pojava predstavlja jedan od
osnovnih problema savremene fizike. Podev od Zezdesetih godina
ovog veka ponaSanje funkcija odziva u blizini kritiéne tadke opi-
suje se pomoéu tzv, kritidnih indeksa ili kritidnih eksponenata.

Pos3to ovde nas uglavnom interesuju termodinamicka stanja
u_neposrednod blizini kritifne tadke, umesto uobidajenih termodi-

namilkih parametara uveSéemo velidine koje mere odstupanje od kri-
tiénih vrednosti parametara, Tako u sludaju kritidne talke ted-
nost-gas definiSemo sledeée velidine

T-T, P-P, V-V,
t:—T:-, f:-—Fc—— a vV = 7 (5-33)

gde su Tc, Pc i Vc kritiCna temperatura, kritidan pritisak i
kritiéna zapreminal (Cf. S1.20). Na slifan nadin, u sludaju kri-

ti¢ne taclke feromagnetika stanja sistema opisujemo pomoéu velilina

T
t:-ﬂi,:-c-, m=-{%—; i h=4%1; , (5.34)

gde je Moo maksimalna magnetizacija koju sistem mo¥e da ima (kad

1U ovom paragrafu neéemo upotrebljavati zapreminu po &estici,
Eto smo u prethodnim paragrafima oznafavali takodje sa v,
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H—»e2 ili kad T-»0), K Je intenzitet elementarnog magnetnog
momenta sistema, a k je Boltzmann-ova konstanta. Treba primeti-
ti da su sve veliline definisane relacijama (5.33) i (5.34) bez=-

Na osnovu eksperimentalnih i1 teorijskih rezultata prihva-
éenc je da se nastajanje razlike u gustini izmedju telne i gaso-
vite faze mo¥e u blizini kritiéne tafke opisati pomoéu stepene
funkcije

(T) - £(T)
j)L 2-?0 'PG - d}(—t){s, T _.Tc"

gde Je _90 kriti¢na gustina odgovarajuée supstance. Za B i /5

(5.35)

pretpostavija se da su pozitivne konstante. Prva velidina obiéno
se naziva kritiéna amplituda, a /5 Je poznato kao kriti&ni indeks

i1i kritiéni eksponent.
S1iéno prethodnom, pretpostavlja se da spontana magneti-
zacija feromagnetika is€ezava u skladu sa stepenom zakonitoSéu

m= G, 10" (5.36)

gde su & i p pozitivne konstante, koje, jasno, ne moraju da ima-
ju iste vrednosti kao odgovarajuée konstante u formuli (5.35). Is-
postavlja se da 03 ima razlidite vrednosti za razlidite telnosti,
a isto tako i za razlidite magnetike. Medjutim, 4 za skoro sve
tednosti i magnetike iznosi oko 0,3, s tim 3to Jje za tednosti dru-
ga decimala 5 (p= 0,35) dok kod magnetike postoji vea varijaci-
ja u drugoj decimali. Pri tome, treba naglasiti da prema danaSnjim
eksperimentalnim uslovima zakonitosti (5.35) i (5.36) mogu, u naj-
boljem sludaju, da se provere do t~ 10 . Manje vrednosti t Je
tegko realizovati.

U blizini kritidne tadke tefnost-gas pretpostavlja se da
kompresibilnost divergira na sledeéi nadin

k cey i , T<Te, = 5.(1) i §=$a(7)
K? - (5.37)
T T , T>Te, §=5

gde su kritidni indeksi ¥ i ¥ vozitivni i u opZtem sludaju,
razliditi. K% Je izotermska kompresibilnost koju bi ista supstan-
ca imala u stanju idealnog gasa, kad bi pri kritidnim vrednostima
parametara (TC,PC,VC) mogla da egzistira kao idealan gas. Prema
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jedna&ini (1.9) i prema definiciji (2.48) nije teSko proveriti da
Je K; = m/chgc, gde je m, na ovom mestu, masa jedne &estice
supstancee.

Za susceptibilnost magnetnog sistema pretpostavlja se da
divergira na slidan nadin kao kompresibilnost tecnog sistema.

X~

gde je ﬂjT definisano relacijom (2.52), ali sada za bezdimenzio-
nalne veli®ine m i h umesto M i H. Kriti&ne amplitude & i
T , definisane relacijama (5.37) i (5.38), variraju od supstance
do supstance, ali zato J  skoro za sve tednosti iznosi 1,2 dok je

0y -3
_.t =
{ (¢ ) , T<Te, =0 (5.38)

=
ct , T>T., h=0

kod magnetika u veéini sludajeva ¥ nedto vede od 1,3. Kritidni
eksponent 84 je te¥e odrediti nego ¥ , ali postoje indikacije na
osnovu kojih moBemo prihvatiti da je ¥F’'=x~Y .

Promena termodinamickih parametara du% kritiéne izoterme
opisuje se u sludaju kritiéne tacke telnost-gas relacijom

g-t|®
r=£|€& sgn(8-8), T=T, § =5, (5.39)

odnosno relacijom

h =$lm|8 sgn(ny, T =T n—>0, (5.40)

u sludaju kritidéne tadke kod magnetnih sistema. Ovde Jje sgn(x)
jednako +1 1li -1 u zavisnosti od toga da 1i je x>0 ili je
x < 0, dok je sgn(0)=0, Kao i ostale kritidne amplitude tako i P
zavisi od supstance ¢éije se kriti&no ponalanje posmatra. Medjutim,
kriti¥ni indeks & ne samo da je gotovo isti za sve te&nosti

(8=~ 4,5) ved je pribli¥no jednak vrednosti koja je izmerena kod
vedine magnetika (&= 4,3).

Pored kompresibilnosti i susceptibilnosti pretpostavlja-
mo da i toplotni kapaciteti divergiraju u blizini kritié&ne tacdke
(Cf, Sl. 21), i to na sledeéi nadin u sludaju sistema tednost-gas

) - .
AT T<T, pmsutn it: pego(m)

¢y = ) > (5.41)
AL, TSL, s=5

odnosno, u sluc¢aju magnetnih sistema



-102-

K- , T<T, h=0
h = [ ¢ (5“"2)

At™% , T>T, h=0.

KritiZne amplitude A’ 1 A zavise od vrste supstance, Za kritid-
ne indekse o 1 o« pretpostavlija se da su pozitivni, Merenja
ukazuju da su o 1 o male velidine - za sistem tecnost-gas u
vegini sludajeva je o 'ad = 0,1, a kod magnetika ovi kriticni
indeksi mogu biti jod manji, ukljudujuéi i nultu vrednost.

Ako je kritiéni indeks neke veliline, za koju se pretpos-
tavlja da divergira jednak nuli, to jod ne znali da je ista konad-
na u kritidénoj tacki. Ona moZe da divergira "logaritamski", tJj.
kao velilina fh/t/. U stvari, op3ta definicija kriticnog indeksa
x velidine f£(t) data je relacijom

£ fn]f(tﬂ
X = t}fo 'jL—T——n T . (5043)

Ova definicija ukljuduje sve gore navedene slulajeve, a i mogué-
nost da velilina logaritamski divergira (x = 0). Na kraju, napo-
menimo da ima slucajeva kad jedna funkcija odziva divergira u
blizini kritidne tadke dok druga ima izrafen maksimum u kriticnoJ
talki, sa singularitetom u prvom izvodu., Tako je na primer kod Fe,
i kod veéine magnetika, &ija susceptibilnost divergira a ¢éija spe-
cifidna toplota ima oftar maksimum u Curie-ovoj taldki /27,28/.

2., Obidno se postavlja pitanje ~ ako neka velidina diver-
gira, tj. postaje beskonalno velika, za odredjene vrednosti parame-
tara, kako je onda moguée meriti takvu velidinu? Jasno je da se ne
mogu meriti beskonadne velidine, Veé smo naglasili da se danas i
u najboljim uslovima kritidnoj tadki ne moZe priéi tako blizu da
t bude nanje od 10_6 (Cf. relaciju (5.3%)). Ono Sto se mo¥e zak-
1juéiti iz eksperimenta to je da kad bi bilo moguée da se mere ma-—
nje vrednosti t da bi novi eksperimentalni podaci bili konzisten—
tni sa onima za vele vrednosti t i da bi ukazivali da odgovara-
Juéa velidina f£(t) i dalje neogranideno raste. Na tom uverenju i
bazira merenje kritiénih indeksa.

Iz op$te definicije (5.43) sledi da se velidine koje ima-

kao linearne funkcije &iji Jje nagib upravo odredjen indeksom x.
Na Sl. 26. predstavlijena je susceptibilnost za EuO0 na osnovu
dostupnih eksperimentalnih podataka /29/. Vidi se da Je asimptotsko



-103-

ponaSanje ispunjeno veé za t reda velidine 10—2, sa kritiénim
indeksom J'= 1,30.

N\
N,
200 — &
M
™
400 N,
- Y
- .\
50 %,
[ \5\
Py A
\(
10 | *,
F N\
ST N S IR ETIA
0,005 opt oa o005 o1 t

Sl. 26, Susceptibilnost EuO u blizini kriticne
temperature (T;>Tc) prema referenci /29/.

5.6. Rushbrooke-ova nejednakost i teorija homogenosti

1. Kritiéni indeksi opisuju ponadanje sistema kad se kri-
tidénoj tadki prilazi du¥ odredjenih linija (Cf. na primer defini-
ciju (5.37)). Drugim redima, kritidni indeksi ne opisuju globalno
ponafanje sistema u blizini kriticne tadke, 5to bi sledilo iz od-
govarajuée jednaline stanja. Zadatak statistidke mehanike je da na
osnovu informacije o éesticama koje &ine sistem i na osnovu modela
njihovih interakcija pruZi efikasne metode za izradunavanje jedna-
dine stanja za sve vrednosti spoljasnjih parametara ukljudujuéi i
kritidne. OvaJ zadatak je izuzetno te¥ak, posebno zbog toga &to
su termodinamidki potencijali u blizini kritilne tadke neanalitié-—
ke funkcije /27/. Ostavljajuéi zadatak statistidke mehanike po
strani moZemo da primetimo da i bez poznavanja jednadine stanja,
na osnovu &isto termodinamilkih razmatranja, mogu da se dobiju
sasvim odredjene relacije medju kritiénim indeksima,

Prvu relaciju medju kritiénim indeksima utvrdio je G.
Rushbrooke 1963, godine, Polazeéi od formule (2.75):

2
5{1,11(0H - Cy) = Toly

i uzimajuéi u obzir da je Cy nenegativna velilina moZemo tvrditi
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da je taina sledela nejednakost
¢y > 12X (5.44)

U blizini kritidne temperature za Ih(TC, ako postoje kritiéni in-
deksi onda su tadne sledeée asimptotske relacije

CH~(_t)-°L” %T N(‘t)-x' i °‘H~("t)ﬂ—1 (5-45)

gde je iskoriSéena definicija (2.55). Prema tome, nejednakost
(5.44) moZemo pisati i u obliku
r
6" > (-0)P2e)¥
odnosno u obliku

(-£)¥+2P+¥-2 o (5.46)

Dobijena nejednakost moZe biti tadna za proizvoljno male vrednosti
t Jedino ako je tafna i nejednakost

oL + 26 + ¥ >2., (5.47)

To je poznata Rushbrooke-ova nejednakost.

Polazeéi od formule (2,70) mo¥e se dokazati da je Rushbro-
oke-ova nejednakost tadna i za sisteme tednost~gas /27/. Na slican
nadin utvrdjen je &éitav niz drugih nejednakosti koje povezuju kri-
tidne eksponente. Ovde navodimo bez dokaza tzv, Griffiths-—ovu ne-

P+ 1) + =22 . (5.48)

Dokaz ove nejednakosti nije izuzetno tefak i zainteresovanom Eita-
ocu preporudujemo odgovarajuéu literaturu /27/ ili Griffiths-ov
originalan rad /30/.

Zamenjujuéi eksperimentalne rezultate za kritidne indekse
(Cf. odeljak 5.5.1) primeéeno je da su nejednakosti tipa (5.47) i
(5.48), u granicama grefke, zadovoljene kao jednakosti. Objagnjenje
za to ne mo%¥e se traZiti u okvirima termodinamike, ukoliko se ne
poznaju jednadine stanja sistema u blizini kritidne tadke (a one
mogu da se dobiju ili interpolacijom i ekstrapolacijom eksperimen-
talnih podataka, ili na osnovu nekih fenomenolofkih razmatranja,
ili, u najboljem slucaju, pomocu op3tih metoda statistidke mehani-~
ke).



-105-

Oko 1975, =odine niz autora utvrdio je, na osnovu fenome-
nolokih razmatranja, tzv. hipotezu homogenosti ili hipotezu ska-

sle”i da termodinamilke nejednakosti za kritiéne indekse postaju

jednakosti /27/. FHipoteza skaliranja postulira op3te osobine jed-
na¥ine stania u blizini kritidne tadke tvrdjenjem da se sinsular-
ni delovi (to su oni delovi iz kejih sledi da funkcije odziva divergira-

ne homogiene funkcije (GIIF) svojih argumenata. Pre neso 3to ispita-—

mo rocledice hipoteze skaliranja naveZéemo najvaZnije osobine GEZF
u sludaju funkcije dveju nezavisno promenljivih /27,31/.

3. Za funkciju f(xl,xg) kazaéemo da je GHF ako postoje

dva broja ay i as takva da je za sve pozitivne vrednosti A
tana relacija

eX x, A2 xy) = AT £(x,x0) (5.49)

rri Cemu konstanta ap karakterilde funkciju f 1 naziva se ste-
nen skeliranja. Irimetimo da je u slulaju obilne homogene funkeije
a; =1 1 a, = 1. Osnovne osobine GHF izloZicemo u obliku nekoli-

ko jednostavnih teorema.

Teorema 1: Ako Jje f(xl,xg) GHF onda je i njen parcijalni
izvod

j+k
33+ f(xl,xg)

f(jsk I
3
Bxl RN

n

) (xlaxg) (5.50)

tskodje GHF, ¢iji Jje stepen skaliranja jednak ap—jay-kas.

Dokaz: Diferenciranjem leéve i desne strane Jednakosti (5.49)
X mouta po Xo i J§ puta po Xy nalazimo

" ) .
5, 521k RERLY A% ‘s x}g ) =‘A?f f(a,k)(xl’xg),(5.51)

Sto moZemo pisati i u obliku

ah-jal-—ka2

30 AL 5 A2 )y - A £038) (x 40, (5.52)

dine je sadrfaj teoreme evidentno potvrdjen.

Teorema 2: Ako Jje f(xl,xé) GHF, tada je i njena Legendre-
ova transformacija
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~

F(;lax?_) = f(Xl,Xg) - XE (5.53)
takodje GHF sa istim stepenom skaliranja., Ovde Jje
?El = fl\l’o)(xlgxz) . (5-54‘)

Dokaz: Iz Teoreme 1 sledi

~

a a a
21(1 1 Xy A2 x2) =A1 §1(X1‘X2) R (5.55)
nde je Ei = 8¢ = a;. Iz relacija (5.53) i (5,55) nalagzimo

a a a 8 a a a
2 2 2 -~ 2
PR A T3, A %00, A %xy) = £ ey, A20,) R (A Tx A Pxy)
odakle dobijamo
g, 2 8¢ ~ i
PR, AP = AT ) ® | = AT pEL) (5.50)
gime je teorema 2 dokazana.

Teorema 3: Ako je f(xl,x2) GIIF, onda je to moguée tada i
samo tada gko postoje dve funkcije g i g, koje mogu da budn
+ —
i jednake, takve da je

af/al X,
£(xq,%5) = |xl| 8, T;_THZ7§I 3 (5.57)
1
odnosno ako postoje funkeije h+ i Bb_ tekve da je
a./a X
£/ 72 1
f(Xl,Xz) = X5 hi (WE) ’ (5.58)
X
2

zde se na desnoj strani poJavljuje 8, (odnosno h+) ako je X1 > C
(ako je x2‘>0) a g_ (odnosno h_) ako je xy< 0 (ako Jje X, < 0).

Dokaz: Po¥to je A proizvoljno mo¥emo izabrati

a

Al 1 5.59
EA (5.59)

tako da iz definicije (5.49) sledi

odnosno
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af/a1 f* X,
f(xl,xz) = IXII (41, TT—{EE7EI (5.60)
x
1

¢ime je potvrdjen prvi deo teoreme., Obrnuto, sko funkcija ima ob-
lik kao $to su desne strane relacija (5.57) i (5.58) onda je ona
oéiglednoagHF stepena g s Sto se moZe proveriti neposrednom zame-
nom xl-v7\ X 1 x»Ax,.

Primetimo da iz Teoreme 3 sledi da se GHF f(xl,x2) u bli-
zini koordinatnog pofetka ponada kao stepena funkecija

a,/a
£/ 71
£(x7,0) ~|x; | , (5.61)
kad se koordinatnom podetku prilazi duZ prave X, = 0, odnosno
ag/a
£0,%p) ~|x| 5 2, (5.62)

kad se koordinatnom podetku prilazi du¥ prave X = 0.

Na kraju, primetimo i to da se ai i 85 mogu izabrati
tako da stepen skaliranja bude jednak jedinici. Zaista, iz jedna-
kosti

Vo0 %20y @By A7 2

i iz definicije (5.49) sledi
7\'&2/31’

1°*

a./a
f(l'l fX x2) =2,f(x1,x2) ’ (5.63)
8to znadéi da je dovoljno izvrgiti zamenu al-a-al/af i a2.,.a2/af
da bi stepen skaliranja bio jednak jedinici,

3. Hipoteza skaliranja pretpostavlja da je singularni deo
Gibbs-ovog termodinamilkog potencijala GHF, &to znadi da se pret-
postavlija da je tadna relacija

oAty , A’ h) = A G(t,h) (5.64)

u sludaju magnetnih sistema (za sisteme teénost-gas pretpostavke
i odgovarajuée posledice potpuno su analogne razmatranom sludajp).
Na osnovu Teoreme 2 iz prethodnog odeljka relacija (5.64) implici-
ra da su i svi ostali termodinamidki potencijali takodje GHF,

Ovde ¢emo pokazati da iz hipoteze skaliranja sledi da su
nejednakosti (5.47) i (5.48) zadovoljene kao jednakosti, u op3tem
sludaju., Stvarno, iz relacije
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Mo 06
m = —(7&12 (—57;)‘; (5065)
koja sledi iz izraza (3.25) (Cf. Sl.7a i definicije (5.34)),
i iz Teoreme 1 znamo da ako va¥i relacija (5.64) da onda vaZi i
8 8
m( A/ tt, Z, hh) = A,am m(t,h) (5066)

gde Je a, = l-ah. Pored toga, na osnovu primedbe sa kraja pret -
hodnog odeljka moZemo da tvrdimo da

n(t,0) ~|t |a""/at s, 2z2ah=0 , (5467)

n(0,h) ~]h\%/ah , zat=0 |, (5.68)

kad t-»0, odnosno kad h-»0. Poredjenjem gornjih relacija sa de-
finicijama za kriti¢ne indekse nalazimo da je

1-a 8 1-a
/3= "'—% b h i _'Lé = L = a b . (5-69)
ag ag & h
Na slidan nalin, iz definicije x‘I‘ = -%E— i iz relacije
(5.66) a prema Teoremi 1 dobijamo

Xg(X 6, AP0y o AT B X (41 , (5.70)
tako da moZemo pisati
~ 4
Xp(£,0) ] 6 l(a'n ")/ , (5.71)
odakle sledi da Je
-2
3—= 3—' = - %&th . (5.72)

Na kraju, posto je toplotni kapacitet odredjen drugim iz-
vodom funkcije G(t,h) po +t (Cf. relaciju (3.50)) iz polazne
pretpostavke (5.64) nalazimo

a a 1-2a
Cy(A%t, AMn) = A Fo,(t,h) (5.7%)
odakle sledi
l—2at
6, (£,0) ~[t] =% (5.74)
tako da poredjenjem sa definicijom (5.42) dobijamo:
3 l—2at
oL = o = - (5-75)

&t
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Prema tome, ako u nejednakostima (5.47) i (5.48) zamenimo
izraze (5.69), (5.72) i (5.75) vidimo da iste postaju jednakosti,
Mo¥%e se pokazati da ovo vaZi za sve termodinamidke nejednakosti
koje povezuju kritidne indekse /27/. PoEto isti zakljulak sledi i
iz eksperimentalnih podataka mo¥emo reéi da je time hipoteza ska-
liranja posredno proverena,

4, Hipoteza skaliranja mo¥e biti proverena i u Sirem smis-
lu, Naime, iz relacije (5.66) i iz Teoreme 3 odeljka 5.6.2. sledi
relacija

/
m(t,h) =n ™ Pg (ﬁq) (5.76)
h

u sludaju h>0. A 8ko iskoristimo rezultate (5.69) onda zadnju
relaciju moZemo pisati u obliku

1/$ t
m(t,h) = h g(gm) (5.77)
odnosno
m(teh t
h ) = g(hf;ps) d (5.78)
m
o<h
<hz
<hs
<he
heo 4{?\!
= o -t
m/h'/8

\ - t/H/B8

81, 27. Shematski prikaz "skaliranja" funkcije m(t,h).

To znadi da magnetizacija, koja je u op3tem sludaju funkcija dva
argumenta t i h, u blizini kriti¢ne talke moZe biti predstav-
ljena kao funkcija samo jednog argumenta, Drugim redima, iz
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relacije (5.78) sledi da sko se varijabla m podeli = "skalira"
sa h $ a varijabla t sa h ’58, onda ée se €itava familija
krivih u ravni (m,t) stopiti u jednu jedinstvenu krivu u ravni
(m/h1/s R t/hlA&b). Ovo je shematski prikazano na Sl. 27, &iji je
prvi deo u stvari mala modifikacija Sl. 25.

Svi eksperimentalni rezultati potvrdjuju gornji zakljudak,
On je bio proveren i eksplicitnim ralunanjem funkcije g, polaze-
¢éi od opitih metoda statigticke mehanike, za razne teorijske mode-
le magnetnih sistema /32/. Time je hipoteza skaliranja bila pro-
sludaju moguée je dati samo u okviru specijalnih metoda statistil-
ke fizike koji baziraju na analogiji sa kvantnom teorijom polja

/33/

5.7« Van der Waals—ova jednalina

"Van der Waals-ove teorije bile
su nezamenljivi vodidi za najveéi deo
istrafiveanja u Leidenskoj laboratoriji.
Svakome ko osmotri rad u ovoj laborato-
riji biée Jasno da su Van der Waals-ove
ideje bile uvek cenjene kao magiéna
sredstva i da se kriogena laboratorija
razvila pod uticajem njegovih teorija".

Kamerlingh Onnes (1910)

1. Skoro u svim prethodnim delovima ovog udZbenika nagla-
Savali smo da se jednadina stanja za bilo koji sistem ne moZe iz—
vesti iz osnovnih zakona termodinamike bez dodatne eksperimentalne
informacije o konkretnim osobinama sistema, ili bez dodatnih pret-
postavki. U paragrafu l.3. naeveli smo jednalinu stanja za idealne
gasove (1,9) naglaSavajuéi da ista predstavlja neposrednu genera-—
lizaciju eksperimentalnih podataka. Medjutim, lako je proveriti da
ova jednalina ne moZe da opiSe ni jedan fazni prelaz, tj. da ni
Jedna izoterma koja sledi iz ove jednaline nema oblik kao ona na
Sl. 13 ili kao izoterme na Sl. 20, ukljudujuéi kriti&nu izotermu,
Po je zbog toga Eto jednadina (1.9) u stvari opisuje ponaSanje
sistema neinteragujuéilj d&estica, 3to se lako moZe pokazati u ok-
virima statistidke fizike,

Van der Waals je 1873. godine u svojoj doktorskoj diserta-
ciji (&iji je naslov bio isti kao naslov Andrews-ovog rada /20/,
samo na holandskom jeziku), na osnovu polufenomenoloSkih razmatra-
nja, doSac do sledeée jednadine stanja gasa
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(P + —%z)w - b) = RT (5.79)

gde su a 1 b fenomenoloski parametri koJi respektivno karakte-~
rigu privlaéni i odbojni deo interskcije medju molekulima (Zesti-
cama) .

Jednostavnom analizom moZfemo da odredimo osobine Van der
Waals~-ovih izotermi, Ako jednadinu (5.79) napiZemo u obliku

Voo Fv? . Fv- 8 Lo (5.80)
vidimo da za odredjene vrednosti F* i T postoje, u opStem slu-~
¢aju, tri mogule vrednosti V koje zadovoljavaju Van der Waals-
ovu jednadinu (Cf. Sl. 28). Medjutim, kad T raste tri korena
jednaline (5.80) se zbliZavaju i pri odredjenoj vrednosti T = T
postaju jednaki V = V.., Vrednost V., i odgovarajuéa vrednost Fe
odredjuju prevojnu tadku krive P(V,T.) pa se mogu odrediti iz us-
lova:

2P . d2p
= = 8
(57)g, = © N L L (5.81)
ili iz identiteta
RT
3 3 < 2 a b
(V-V_)? = V?=(b + T)V + 5 V - ;c . (5.82)

U svakom sludaju lako se dobijaju sledeéi rezultati

Pc=;$;)? y Vo =3b i RTC=—S§5— (5.83)
Zbog toga Sto uslov (5.81) implicira da kompresibilnost divergira
u tadki (Fe,V.), odnosno na temperaturi T, vrednosti (5.83) moZe-
mo da nazovemo kritidni parametri Van der Waals-ovog gasa, Vidimo
da ovi parametri zavise od karakteristika medjumolekulskih inte-
rakcija (a i b)e.

Ako jednadinu (5.79) pomnoZimo sa 27b/a i iskoristimo re-
zultate (5.83) dobicemo

(F + -,‘715)(3'\7' -1) =87 (5.84)

gde je P = P/P,, V= v/, i T = T/T. « Ova jednalina izraZava
tzv. zakon korespodentnih stanja. ZapaZamo, u stvari, da deljenjem

termodinamidkih parametara sa odgovargjuéim kritilnim vrednostina
jednacéina stanja prestaje da zavisi od konkretnih osobina sistena
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(0od & 1 b), te da dva gasa, bez obzira koliko se razlikovali, ako

imaju dva jednakd parametra iz skupa (?;V;TS onda imaju isti i
treéi parametar. Dakle, dva razlilita gasa imaju ista korespon-

\ T>T,
T
T<T,

-V

dentna stanjae.

Sl., 28, Van der Waals-ove izoterme u ravni (P,V),

2, Lako je primetiti da Van der Waals-ova jednadina (5.79)
za velike vrednosti zapremine (V2o) prelazi u jednadinu stanja
idealnog gasa. MoZe se, pored toga, pokazati da je toplotni kapa=~
citet Van der Waals-ovog gasa CV isti kao i toplotni kapacitet
idealnog gasa, pa prema tome Cy ne zavisi od zapremine (Cf. za-
datak 1,5.3.)« Zaista iz formula (1.22) i (2.45) sledi

?C 2
(57)g = ';T‘[T(%%')v - P] = T(%‘ﬁ") ’
odnosno v

T
tako da je u slulaju Ven der Waals-ovog gasa

v 32P
CV(V,T) - CV(V =co,T) = T‘1 (TS—ZT)J av,

CV(V,T) - CV(V = Do .T) =0 (5.85)

. s . 3213) .
er se jed: e . 1dil da j = O« FoSto jed 1~
jer se iz jednadine (5.79) vidi da je (%5EET.V O« PosSto jednaci

na (5.,79) za V-»ec prelazi u jednadinu idealnog gasa, relacija
(5.85) izraZava &injenicu da dva gasa imaju iste toplotne kapaci-
tete,

Medjutim, gornji rezultat nema smisla ispod kritidne izo-
terme podto u toj oblasti ravni (P,V) postoje podoblasti (Cf. 51.2
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gde Van der Waals-ova jednadina predvidja negativnu kompresibil-
nost, odnosno pozitivnu vrednost izvoda ('g$_)T - u suprotnosti
sa osnovnim zakonima termodinamike (Cf, paragraf 3.3.).

3e Van der Waals-ova jednalina mogla bi da opisuje fazne
prelaze telnost-gas kad ne bi u oblasti ispod kritidne izoterme
imala nefizidka refenja. Maxwell je 1875, godine pokazao da Van
der Waals-ova Jjednadina moZe na Jjednostavan nalin da se koriguje.
Wa Sl. 29 prikazane su tri Van der Waals-ove izoterme - nadkritid-
na (t = 0,2), kritidna (t = 0) i podkritidna (t = ~0,2) - u ravni
(p,V) (Cf. definiciju (5.33)). Razmatrajmo podkritidnu izotermu i
postavimo pitanje na kojoj "visini®™ P +treba ovu izotermu zameni-
ti duZi AE da bismo dobili jednu realnu izotermu kao 3to su one
na Sl. 20 (Cf. /34/).

P

$5le 29. Maxwell-ovo pravilo jednakih povriina - deo
ABLDE Van der Waals-ove izoterme +t = -0,2
zamenjuje se horizontalnim odselkom ALS,

Odselak AE treba da predstavlja ravnote¥na stanja tedne i
gasovite faze, Neophodan uslov ove ravnoteZe Jeste jednakost he-
mijskih potencijala (odnosno Gibbs-ovih termodinamidkih potencija-
1a) telne faze u tatki A i gasovite faze u tadki E:

G,(P,1) = Gy(P,T) , (5.86)
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gto prema definiciji (3.15) moZemo pisati u obliku

(UE - UA) - T(SE - SA) + P(VE - VA) =0 (5.87)

Razlike unutraiZnjih energija i entropija odrediéemo inte-
gracijama duZ krive ArE, koja predstavlja proizvoljan reverzibi-
lan proces koji prevodi sistem iz stanja A u stanje E, i ob-
ratno, zaobilazeél oblast vrednosti P i V gde Van der Waals-
ova jednadina nema smisla (Cf. S1.29). Ovo mo¥emo da udinimo poSto
sui U i S funkcije stanja pa tako razlike UE - UA i SE - SA
ne zavise od medjustanja. Prema tome, nalazimo

E.
sE-sA=j f[ dV+( )]d’l‘
A A
E E
c. (1)

- f(—T—gP)V av +/ Yo" ar (5.88)
A A
Nt
E V. - b

=/ T%-ng:R‘en v‘——!si:_
v
A

gde smo iskoristili treéu Maxwell-ovu relaciju (3.22), &injenicu
da toplotni kapacitet ne zavisi od zapremine i, naravno, samu jed-
nadinu (5.79). Na slidan nadin dobijamo

E E
Up-U, = [dU ={ [(‘319’)1‘ ar + (-%—%—);]d'l‘
- ( [ S5 P_] av
Vo
= ~(’A ?- av = a(_%l_ - —%—E-:—) ’ (5.89)

gde smo, pored ostalog, ponovo iskoristili relaciju (2.45) i &inje-—
nicu da CV ne zavisi od zapremine (treba naglasiti da se stanja
A i E razlikuju samo po zapremini).

Zamenom izraza (5.88) i (5.89) u relaciju (5.87) dobijamo

Vy-b a a
P(VE—VA) = =RT( ’6!1 vPA:B + _VE - -"VK) . (5.90)
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Medjutim, moZe se lako proveriti da je desna strana gornje jedna-
kosti jednaka integralu

[ PAV (5.91)
ABDE

duz Van der Waals—ove podkritilne izoterme, pretpostavlijajuéi da
Je ona tacdna, tj. ako se P zameni izrazom koji sledi iz jednadi-
ne (5.79). Podto integral (5.91) odredjuje povrdinu ispod Van der
Waals-ove izoterme i po¥to je ista, prema reladiji (5.90), jednaka
povriini paralelogranma AEVEVA, to znacdi da nefizilki deo Van der
Waals-ove 1zoterme treba zameniti horizontalnom du¥i ALE takvom
da su povrSine iznad dela ABL i ispod dela ILDE medjusobno jednake.
Ovo je poznato Maxwell-ovo pravilo jednakih povrSina,

4, Interesantno je da se ispita kritidno ponaBanje Van der
Waals-ovog gasa. Pri tome treba, oligledno, da se vodi raduna da
za T <1TC budu korigcéene korektne izoterme, PotraZiéemo odgovara
juée kritidne indekse.

Iz izraza za pritisak koji sledi iz jednadine (5.79)

P=V'_Ij’lll5'"%fi (5.92)

i iz Seste Maxwell-ove Jjednadine (3.21) sledi izraz za slobodnu
enerciju Van der Waals-ovog gasa

F(V,T) = F (T) - RT €n(V-b) - -4 , (5.93)
gde Je FO(T) neodredjena funkcija temperature. Na osnovu relacije
2
S 2T )
cy = T(%T_)V - =T E’% , (5.94)

gde Jje iskoriféena peta Maxwell-ova relacija (3.21), i na osnovu
rezultata iz odeljka 5.,7.2. mo¥emo reéi jedino to da FO(T) treba
da ima isti drugi izvod po T kao slobodna energija idealnog gasa.
Ipak, to je sasvim dovoljno da se, polazeéi od izraza (5.93), odrc
di kritifno ponaSanje.

Pre svega, umesto velidina P,V,T uveZéemo respektivno
Py, vit (Cf. (5.33)). Zatim éemo pretpostaviti da su p, v i t
veoma male velicdine, tj. da se sistem nalazi veoma blizu kritid&ne
taclke, tako da drugi clan desne strane Jjednakosti (5.93) moZemo
aproksimirati pomocu prva letiri délana odgovarajuieg reda po Vv
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-RT{n(V-b) = -RT 2n(§ V.) - RT €n(1 + g v)

= -RT en(% Vr._) (5095)
_Pch(g t + g)(g v - % v2 + % v - g% v4+...) N

N

gde smo iskoristili vezu RTE/EENE = 8/% koja sledi iz izraza (5.83]
Ha slifan nadin, treéi sabirak iz (5.93) piZemo u obliku

- % - W;—-%vc— = e %— I% = —BPC-VC_(l-V+v2-V3+V4—...), (5.96)
¢ C

Iz formula (5.93), (5.95) i (5.96) sledi izraz za slobod-
nu energiju, koji ne sadriZi beskonalno male velidine niZeg reda
od Zetvrtog,

F(V,T) = F_(T) - RT &n(% V) - BV, [5 rv-gvts

+ t(Bv - 32 4 3v3)] . (597

a odavde i iz Beste Maxwell-ove reldcije (3.21) sledi izraz za
pritisak1

PaP, [ - % vJ + t(4 - 6v + 9V2i]
odnosno

—%—l:p’c4t—6vt-%v3+9v2t . (5098)

Prema tome, za kritidnu izotermu (t = 0) dobijamo sledeéu formulu

gde znak pribliZnosti jedino ukazuje na to da gornje relacije vage
pri malim vrednostima p, v i t. Posto je‘ v Jjednako (g -p)/F. »
gde su § i1 £ gustina i njena kritidna vrednost, iz definici-
Je (5.39) i iz formule (5.99) sledi da je za Van der Waals-ov gas
kritidéni indeks § jednak 3,

Ako za fiksiranu vrednost t < O izoterma koja sledi iz
izraza (5.,98) treba da ima jedan horizontalan deo (mezavisan od V)
onda je to moguée jedino ako Je taj deo odredjen jednaZBinom

p=14, (5.100)

1Jasno je da smo izraz (5.,98) mogli da dobijemo i direktno iz jed-
nadine (5.79). Medjutim, za potpunu analizu kritidnog ponaSanja
potreban nam je i izraz za slobodnu energiju (5.97).
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i ako tadke dodira ravnog i zakrivljenog dela zadovoljavaju jedna-
¢inu

6vt + 3 v> = 0 . (5.101)
U ton slulaju ée jednakost

et

] pav = 4t(vG - vL) ’

VL
biti zadovoljena, a time ée i Maxwell-ovo pravilo jednakih povrsi-

nna biti ispunjeno; ovde su Vo i vy, ona dva korena jednacine
(5.101) koji su razliditi od nule,®

Netrivijalna reSenja jednaline (5.101) su
- 2-)V2 4 vy = —2(-t)1/2 | (5.102)
odakle nalazimo
1/2
vg - vy = 4-6)2
odnosno

fr-Ps ™ -2, (5.10%)

tako da poredeéi sa definicijom (5.35) mo¥emo da zakljudimo da Jje
za Van der Waals-ov gas [f3 = % .

Negativan izvod pritiska p po v, pri fiksiranom t,
sledi iz formule (5.98)

( )t = 6t + % v .

Prema tome, kompresibilnost Van der Waals-ovog gasa u neposrednoj
blizini kritidne tadke ponafa se kao

KEp~%t1 za v-=0 i t>0, (5.104)

odnosno kao

Kp~ i (-£)1 za v -4t i t<oO, (5.105)
- s ] 2 PO .
horenl jednacine 6vt + 3 v’ -~ 9v"t= O razlikuju se o% korena Jjed-
nadine 85 101) samo po ¢lanovima viSeg reda od t N
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pri demu formula v2 = =4t, na osnovu jednadine (5.,101), odredju-

je krivu koegzistencije tedne (L) i gasovite (G) faze u neposred-

noj blizini kritiéne tadke. Poredjenjem sa definicijom (5.37) na-
lazimo da je za Van der Waals-ov gas X'= ¥ = 1.

Pogto Jje toplotni kapacitet CV Van der Waals—ovog gasa
iznad kriticlne izoterme1 jednak toplotnom kapacitetu idealnog gasa
a ovaj drugi je konstanta nezavisna od temperature2, to je kritid-
ni indeks « jednak nuli (Cf, definiciju (5.41)). Da bismo na¥li
kriti€ni indeks e ‘ moramo da odredimo slobodnu energiju, pa samim
tim i toplotni kapacitet, unutar krive koegzistencije. U tom cilju
integraliéemo Jjednadinu

'a nl
P - ~(59)r (5.106)
u invervalu od VL do V, gde je VL‘=V”<VG, du? ravnog dela izo-
terme (Cf, Sl. 20 i 81, 29). Tako nalazimo

F(T,V) = F(T,V;) - P(V-Vp) (5.107)

Frvi ¢lan sadesne strane gornje relacije smemo da zamenimo odgo-
varajuéim izrazom koji sledi iz (5.97) za v = vy, DAravno ukoliko

je v; mala velidina, tj. ako je izoterma duZ koje smo integrali-

1i (5.106) blizu kritidne izoterme. Pored toga, drugi &lan, na os-

novu definicija (5.33) i na osnovu relacije p = -v (3to sledi

iz (5.100) i (5.101)), mo¥emo pisati u obliku

P(V-V) = B,V (p+1)(v—vp) = BeVel=v 2w dav—v) o (5.108)

Prema tome, koristeéi izraze (5.97) i (5.108) u relaciji (5.107)
nalazimo, posle trivijalnog grupisanja d&lanova istog reda i zadr-
zavajuéi samo Zlanove do treéeg reda, slededi izraz za slobodnu
energiju Van der Waals-ovog sistema tednost-gas u blizini kritidne
tacke

F(T,V) = F(D-RT €n(§ V) - BV, (Gav46t2stv) o (5.109)

1Precizni,je - iznad krive koegzistencije tedne i gasovite faze
(Cf. 0deljke 5.7.2. i 5.7¢3.)

2Na ovom mestu to je eksperimentalna Cinjenica. Inade, to je Jedan
od skoro trivijalnih rezultata klasilne statistidke mehanike. Pri
tome, moramo da naglasimo fa, kao i do sada, pod idealnim gasom
Podrazunsvamo gas neinteragujuéih Cestica béz unutrainje struktu-
Te. £ko se pretpostavi da Cestice imaju strukturu onda Cy moZe
da zavisi od temperature.
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Odavde i iz formule

OF OF 2t 1 dF
8(V\1) = ~(ZFp)y = ~(5% )y 351 = - T (5%

nalazimo razliku entropija u nehomogenom i homogenom stanju, tj.
razliku entropije sistema telnost-gas i entropije Jjednofaznog

stanja,
S(V,T)-5(V=00,T) = R &n(Z V,) Pcvc(l2t tv) (5.110)
-0 V= = + + .
’ ’ Z Ve _lj'_\:" ’
DFO
gde smo sa S(V =ee,T) oznadili izvod - ST s posto iz FO(T)

sledi upravo toplotni kapacitet idealnog gasa, ¢ijod se jednadini
stanja Van der Waals-ova Jjednacina asimptotski pribliZava kad
V- oo,

Iz relacija (5.33) i (5.94) sledi obrazac za toplotni ka-
pacitet u kritidnoj talki

CV = T (-a—T—) (-aT . (5.111)

Primenjujuéi ovaj obrazac na izraz (5.110) dobijamo granidnu vred-
nost razlike toplotnih kapaciteta Van der Waals-ovog sistema i
idealnog gasa kad se Van der Waals-ovoj kritiéno] temperaturi prib-
liZavamo odozdo

Cy(V,™) = Cy(V = o0 ,0) = 12 =5 = 2R , (5.112)

gde smo iskoristili formule (5.83). Poito je razlika konadna, a i
CV(V =00 ,T) je konafna velidina, to znadi da CV(V,T) ne divergi-
ra kod T - T, , odakle sledi da je kritidni indeks «° takodje
jednak nuli. Poredjenjem rezultata (5.85) i (5.112) vidimo da top-
lotni kapacitet Van der Waals-ovog sistema ima konadan skok u kri-
ticnoj tacki, odnosno konadan pad ako se temperatura menja od niZih
ka vi3im vrednostina,

Va?no je naglasiti da su prema nadjenim vrednostima za kri-
tidne indekse (A= 1/2, =3, y=Y" =1, &£=«” = 0) Rushbrooke~
ova i Griffiths~ova nejednakost, (5.47) i (5.48), zadovoljene kao
Jednakosti. Na osnovu rezultata iz odeljka 5.6.3. to znadi da bi
singularni deo slobodne energije Van der Waals—ovog morao biti GHF.
Jednom detaljnom analizom, u koju na ovom mestu neéemo da se upuf-
tamo, ovo se mo%e proveriti. Mnogo Je va¥nije da se primeti da se
Van der Waals-ovi kriti¢éni indeksi ne sla%u sa merenim vrednostima
(Cf. odeljak 5.5.1).
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5.8« Curie-Weiss-ova jednadina

Curie-ev rad iz 1895, godine
", eezasluzuje da se uvrsti u velika kla-
silna eksperimentalna istraZivanja. Za
ceo rad moze se reéil da predstavlja ekspe-
rimentalnu osnovu nodernog teorijskog rada
na magnetizmu,"
E.C.Stoner (19%4)

1. Na poletku ovog paragrafa mogli bismo -da ponovimo goto-
vo sve 3to smo rekli na poletku prethodnog paragrafa. Ukratko,
jednadina stanja bilo kog sistema "ne izvodi se" u termodinamici,
Ovde Zelimo da analiziramo jednu od najpoznatijih fenomenolodkih
Jednadina stanja za magnetike. Ranije smo veé naglasili (Cf, ode-
1jak 5.4.4) da feromagnetici imaju kritidnu tadku i da se ona &esto
zove Curie-eva temperatura. Tako su je 1910, godine nazvali P.Weiss
i Kamerlingh Onnes po imenu francuskog fizifara P,Curie-a, mada se
za kritiénu temperaturu feromagnetika znalo i pre P.,Curie-a. Njego-
va zasluga je u tome &to je u svom, veoma iscrpnom, eksperimental-
non istra¥ivanju podvukao analogiju izmedju kritidénog ponafanja
tednost-gas i kritidnog ponaSanja feromagnetika, Uodena analogija
Je podstakla P,Wiess-a da 1907. godine generalife Langevin-ovu
teoriju paramagnetizma i tako je stvorena Curie-Weiss-ova teorija
feromagnetizma, ili teorija molekularnog poljae

Ovde navodimo Curie-Weiss-—ovu Jednalinu stanja u jednom
savremenom obliku. Naime, umesto da u duhu klasilne fizike razma~
tramo feromagnetik ¢iji elementarni magnetni momenti mogu da imaju
sve orijentacije u prostoru, mi cemo razmatrati sludaj kad elemen—
tarni magnetni momenti velidine M mogu da imaju svega dve projek-
cije, +M i -M, na pravac polja 'ﬁ. U tom sluaju Curie-Weiss-
ova jednadina ima oblik

M= M, th{-.ﬁ/%‘— (H +KM)} (5.113)

gde je Mo maksimalni magnetni moment celog sistema (kad T -» 0O
ili H-e ), k je Boltzmann-ova konstanta, a A je fenomenoloZki

tzv. unutrasnje, odnosno molekularno polje.

Jednostavnom analizom mozemo da zakljudimo da iz jednaline
(5.113) sledi postojanje kriticdne temperature - treba da pokaZemo
da za H = O postoji takva temperatura T, ispod koje je M # O,
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Za H = 0 Jjednadina (5,113) dobija jednostawniji oblik
M= Mg th(-{g‘- M) . (5.114)

Ova jednadina ima trivijalno reSenje M = O, To je, geometrijski
posmatrano, gedna taCka preseka prave ¥y = M i krive

yo = M..fA(AﬁT— M) (Cf.81.30). Netrivijalna reSenja M # O posto-
jate onda ako se ¥ i Jo seku u jod jednoj talki, a to ée se
desiti za sve one vrednosti "parametara" T za koje je koeficijent
pravca y; u koordinatnom poletku manji od koeficijenta pravca
Y5+ Kad koeficijenti pravca postanu jednaki netrivijalnih reSenja
Jjednadine (5.114) viSe nema., Prema tome, kritidnu temperaturu od-

redjujemo iz uslova

Cc

odakle sledi

Tc = T M” - (50115)

S1. 30, Grafifko reSenje jednaline (5.14). Ovde y, o0z~
nadava desnu stranu Jednac1ne kao funkciju od M.
Funkeija yo, prikazana je za tri vrednosti
"parametra® T: T =< T, < T".

2+ Curie-Weiss-ova Jjednadina priliéno dobro opisuje kvali-
tativno ponadanje magnetnih sistema., Ovde éemo odrediti kvantita-
tivne karakteristike sistema u blizini kritiéne tadke prema Curie-
Weiss—ovoj jednalini i uporedidemo ih sa poznatim eksperimentalnim
rezultatima,

Pomodu velifina m i h (Cf. (5.34)) jednadinu (5.113)
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mo¥emo da prepiSemo u obliku

T, ™
m = th(h T + B ) (5.116)

gde smo iskoristili formulu (5.115). Koristeéi adicionu teoremu
za hiperbolidni tangens, odavde nalazimo

T
T o - th(-TE— m)

th( T-é n) = . (5.117)

-
1-m th(—T-c- m)

PosSto pretpostavijamo da su m i h veoma male velidine, a da
Je Tc/T = 1, na desnoj strani gornje relacije moZemo da iskoris-
timo razvoj u red

thx=x-%‘x3+_%5—x5+ sesy |X|<—72-r- . (5.118)

Koristeéi, pored toga, poznati razvoj u red funkcije 1/(1-u) za
lu|<'1 i mno¥enjem odgovarajuéih redova nalazimo prvih nekoliko
&lanova razvoja desne strane relacije (5.117)

T T (% T T
th(—pé= h) = m(1 - —f—)+m3l_%(-.§-) + = Q- —._-fr)_J + 0(n”)+(5.119)

Za h=0 1 T ->Tc-, odbacujuéi moguénost m = 0, iz re -
lacije (5.119) nalazimo
T
c 2
2 i 23 () - £
o 1Y T T. = - )
Z(T)*'-T;(I—T_)

n |3 -— Y2, (5.120)

gde smo iskoristili oznaku (5.34). Poredjenjem sa definicijom
(5.36), iz rezultata (5.120) zakljudujemo da je za Curie-Weiss-—ov
magnetik A = —%— o

odnosno

U sludaju kritidne izoterme T = T, iz relacije (5.119)
zadrZavajuéi samo ¢lanove najniZeg reda i na levoj i desnoj strani
Jednakosti, nalazimo

h = —%— o’ . (5.121)

Odavde i iz definicije (5.40) zakljudujemo da je kriti&ni indeks
$ za Curie-Weiss-ov magnetik jednak 3,
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Izotermsku susceptibilnost nalazimo diferenciranjem rela-
cije (5.119) po h

e T\ 2 .. 5 dm Te, of T 2 T Te
T— ‘(‘T"—) b%+0(h7) = (FE)g [(1- — )+ (H +30° —r—(1- )+
. O'(mq';‘l,
odakle, za h = O, dobijamo
T T 7. \? T, NG
Xe = B = (- '&';')”"2(";") sl o (1- 8|

(5.122)

Kad je T> T, onda je m =0, za h = O, pa iz gornje formule
sledi

T
Xp = e - (5.123)

Ova formula je poznata kao Curie-Weiss-ov zakon, Kad je T <T_, u
relaciji (5.122) mo¥emo, na osnovu relacije (5.120), da izvrSimo
Zamenu me =~ 3(-t)e. Tako dobijamo

T
Xp=% =71 - (5.12)
<

Poredeéi formule (5.123) i (5.124) sa definicijom (5.38) nalazimo
da je Y=Yy =1

Prema tome, Curie-Weiss-ov magnetik ima iste kritidne in-
dekse A, ¥, ¥ 1 ¥° kao Van der Waals-ov gas, a moZe se poka-
zati da su i kritidni indeksi &« i < ° isti, tj. da i toplotni
kapacitet Curie-Weiss-ovog magnetika ima konadan skok u kriticnoj
tadki /27/. U stvari, moZe se pokazati da sve tzv. klasicne teori-

Je_kritiénih pojava, bez obzira na vrstu sistema koju opisuju,

predvidjaju iste kritifne indekse. Ovo se pojavlijuje i kao rezul-
tat tzv., Landau-ove teorije faznih prelaza druge vrste /14/, &ija

je osnovna pretpostavka da su termodinamidki potencijali analiticd-
ke funkcije svojih argumenata u blizini kriti€ne tacke te da se
mogu razviti u red po malom "parametru uredjenosti" (m u sludaju
magnetika, £; - P, u slufaju sistema tenost-gas). NaZalost,
eksperimentalni rezultati, i teorijska razmatranja konkretnih sta-
tisticdkih modela, pokazali su da to nije adekvatna pretpostavka
(cf. na primer, rezultate za kritiéne indekse iz ovog paragrafa sa
vrednostima citiranim u odeljku 5.5.1). Zbog toga je, posle dugo-
godiZnjih nastojanja velikog broja istraZivada, Landauova teorija
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zamenjena egzaktnijom i preciznijom teorijom faznih prelaza, &i-
Je izlaganje prelazi dozvoljene okvire ovog udZbenika, a pre sve-
ga zahteva dobro poznavanje statistiéke mehanike /33/,
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